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第 四 版 编者 序 


从 这 本 书 开 始 ,科学 出 版 社 将 重新 出 版 JI. 研 . 煞 道 入. M. 权 弗 席 兹 的 《 理 
论 物 理学 /系列 教程 .这 是 首次 在 聚 弗 席 兹 去 世 后 出 版 .准备 出 版 已 故 作 者 的 著 
作 是 令 人 伤感 的 ,这 个 沉重 的 任务 落 到 了 我 身上 . 

这 次 出 版 的 《力学 》 修 正 了 第 三 版 出 版 后 发 现 的 印刷 错误 ,也 在 文字 上 做 了 
少量 的 改进 .这 些 修改 是 村 弗 席 兹 和 我 共同 完成 的 ,其 中 有 一 部 分 已 经 反映 在 最 
近 的 英文 版 中 . 


JI.IT. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1987 年 5 月 
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该 书 的 第 二 版 与 第 一 版 几乎 没有 差别 .在 准备 这 一 版 时 也 没有 发 现任 何 值 
得 修改 之 处 ,所 以 该 书 基 本 上 是 翻印 (只 是 改正 了 印刷 错误 ). 我 和 J 开 .IT. 皮 塔 耶 
夫 斯 基 只 是 对 最 后 一 章 的 绝热 不 变量 进行 了 修改 和 补充 . 


E.M. 栗 弗 席 兹 
1972 年 6 月 





第 一 版 序 


从 这 本 书 开 始 ,我 们 将 陆续 再 版 《理论 物理 学 教程 ,计划 包括 以 下 各 卷 : 
力学 ， 
. 场 论 ， 
. 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )， 
. 相对 论 量子 理论 ， 
. 统计 物理 学 ， 
. 流体 力学 ， 
. 弹性 理论 ， 
. 连续 介质 电动 力学 ， 
. 物理 动 理学 . 
第 一 卷 的 第 一 版 曾 于 1940 年 由 并. 朗 道 和 J 开 . 皮 亚 季 戈 尔 斯 基 发 表 . 虽然 这 
套 教程 内 容 没 有 改变 ,但 是 经 过 了 重大 修改 并 完全 重 写 . 
感谢 .EE. 机 治 申 斯 基 和 JI.IIT. 皮 塔 耶 夫 斯 基 在 阅读 校 样 时 给 予 的 帮助 . 
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第 一 章 
运动 方程 


81 广义 坐标 


质点 是 力学 的 基本 概念 之 一 ,是 指 那些 忽略 尺寸 而 不 会 影响 其 运动 描述 的 
物体 .当然 ,可 否 忽略 尺寸 因 不 同 问 题 的 具体 条 件 而 蜡 . 例 如 ,研究 行星 绕 太 阳 的 
运动 时 ,可 以 认为 行星 是 质点 ,但 是 在 研究 行星 自转 时 就 不 能 当 作 质点 . 

质点 在 空间 的 位 置 由 其 径 矢 r 确定 ,其 分 量 用 第 卡 儿 坐 标 z,y,z 表示 . 径 
天 了 对 时 间 的 导数 


_dr 
dt 


称 为 质点 的 速度 ,其 二 阶 导数 drjdt” 称 为 质点 的 加 速度 .今后 ,对 时 间 的 导数 
经 常用 符号 上 面 的 点 表示 ,如 vw = 大. 

为 了 确定 由 N 个 质点 组 成 的 系统 在 空间 的 位 置 ,需要 给 定 N 个 径 矢 , 即 给 
定 3N 个 坐标 . 

通 和 ,唯一 地 确定 系统 位 置 所 需 独立 变量 的 数目 称 为 系统 的 自由 度 帆 , N 个 
质点 组 成 系统 的 自由 度 为 3N .这 些 独 立 变 量 不 一 定 是 质点 的 笛 卡 儿 坐标 ;根据 
问题 的 条 件 , 有 时 选取 其 它 坐 标 更 加 方便 . oo 

任意 * 个 可 以 完全 刻画 系统 (* 个 自由 度 ) 位 置 的 变量 go ,g,,… ,9g, 称 为 该 
系统 的 广义 坐标 ,其 导数 g, 则 称 为 广义 速度 . 


KA 


QD 这 里 讨论 的 是 完整 系统 , 非 完整 系统 的 自由 度 不 能 这 样 定 义 ,参见 :马尔 契 夫 著 , 理论 力学 (第 3 
版 ) . 李 俊 峰 译 . 北 京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2005:21. 
一 一 译 者 注 
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然而 ,给 定 广义 坐标 的 数值 并 不 能 确定 系统 在 给 定时 刻 的 “力学 状态 ” ,因为 
还 不 足以 预测 下 一 时 刻 系统 的 位 置 . 对 于 给 定 的 广义 坐标 值 ,系统 可 以 具有 任意 
的 速度 ,因此 下 一 时 刻 ( 即 经 过 无 穷 小 的 时 间 间 隔 dz) 系 统 的 位 置 可 能 不 同 . 

实验 表明 ,同时 给 定 系 统 的 所 有 广义 坐标 和 速度 就 可 以 确定 系统 的 状态 ,并 
且 原 则 上 也 可 以 预测 以 后 的 运动 . 从 数学 观点 看 ,在 某 时 刻 给 定 所 有 广义 坐标 g 
和 速度 4 就 唯一 地 确定 了 该 时 刻 的 加 速度 了 

加 速度 与 坐标 .速度 的 关系 式 称 为 运动 方程 .对 于 函数 g(1) 来 说 ,这 个 关系 
式 是 二 阶 微分 方程 ,原则 上 ,将 其 积分 可 以 求 出 函数 g(1), 即 确定 系统 的 运动 
轨迹 . 


$2 最 小 作用 量 原 理 


力学 系统 运动 规律 的 最 一 般 表述 由 最 小 作用 量 原 理 ( 或 者 哈密 顿 原 理 ) 给 
出 .根据 这 个 原理 ,描述 每 一 个 力学 系统 都 可 以 用 一 个 相应 的 函数 
L(gi,g2," ,gq 442,.."" ,4,1), z 
或 者 简 记 为 L(gq,g,i), 并 有 8 系统 的 运动 还 要 满足 下 面 的 条 件 . 
假设 在 时 刻 := zt, 和 t= 系统 的 位 置 由 两 个 坐标 g' ”和 g'” 确定 .那么 ， 
系统 在 这 两 个 位 置 之 间 的 运动 使 得 积分 


S = | L(g,d,)d (2.1) 


取 最 小 值 儿 . 函数 工 称 为 给 定 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ,积分 (2.1) 称 为 作用 量 . 
拉 格 明日 函数 中 只 包含 g 和 d ,而 不 包含 更 高 阶 导数 了 ,9 ,…, 这 反映 了 前 
面 提 到 的 物理 事实 , 即 力学 状态 完全 由 坐标 和 速度 确定 . 
下 面 我 们 通过 求 积分 (2.1) 的 最 小 值 来 推导 运动 微分 方程 .为 了 书写 简便 ， 
我 们 先 假设 系统 有 一 个 自由 度 , 只 需 一 个 函数 g(1) 来 确定 . 
设 g= q(t) 是 使 S$S 取 最 小 值 的 函数 ,就 是 说 用 任意 函数 
q(t)+Sdg(t) (2.2) 
代替 g(z) 都 会 使 S 增 大 ,其 中 函数 6g(t)( 也 称 为 函数 g(1) 的 变 分 ) 在 从 1， 到 
ts 的 整个 时 间 间 隔 内 都 是 小 量 . 由 于 比较 函数 (2.2) 在 时 刻 上 = 上 和 z=z, 也 应 
该 分 别 取 值 为 ga 和 g'”, 于 是 有 : 
Sg(ti)=8g(#,)=0. (2.3) 


中 为 了 书写 简便 ,我 们 用 9 表示 所 有 广义 举 标 g1 ,gs,… ,9g, ,用 9 表示 所 有 广义 速度 . 

加 然而 ,应 该 指出 的 是 ,这 个 最 小 作用 量 原理 的 表述 并 不 是 对 系统 的 整个 运动 轨迹 成 立 ,而 是 在 足 
够 小 的 区 段 上 成 立 . 对 于 整个 轨迹 来 说 ,积分 (2.1) 只 能 取 驻 值 而 不 一 定 是 最 小 值 . 当然 ,这 对 于 推导 运动 
方程 没有 什么 影响 ,因为 我 们 只 需 用 到 驻 值 条 件 . 





$2 最 小 作用 量 原 理 "3. 


用 g(t)+ Sq(t) 人 代替 g(z) 使 S$S 产生 的 增 基 为 
| L(g + Sgq,9+ S89,1)dt -| L(g,d, id. 


这 个 差 按 6g 和 569 的 指数 展开 式 ( 在 积分 号 下 的 表达 式 中 ) 是 从 一 阶 项 开始 的 . 
S 取 最 小 值 出 的 必要 条 件 是 这 些 项 之 和 等 于 零 . 这 个 和 称 为 积分 的 一 阶 变 分 (或 
者 简称 为 变 分 ). 于 是 ,最 小 作用 量 原理 可 以 写成 

3S = 8| L(g,d,i)dt =0, (2.4) 
或 者 变 分 后 的 形式 : 

(200+ 30 )a =0 
. 9g 
注意 到 3 = 所 39 ,将 第 二 项 分 部 积分 得 
aL ro/aL da3L 
一 Ep 六 于- dt 3d 

根据 (2.3) 上 式 中 第 一 项 等 于 零 . 剩 下 的 积分 在 6g 任意 取 值 时 都 应 该 等 于 零 . 
这 只 有 在 被 积 聘 数 恒 等 于 零 的 情况 下 才 有 可 能 .于 是 我 们 得 到 方程 





< Jagdr = = 0. (2.5) 


对 于 有 s 个 自由 度 的 系统 ,在 最 小 作用 量 原理 中 有 ; 个 不 同 的 函数 gq, (i) 应 
该 独立 地 变 分 .显然 我 们 可 以 得 到 * 个 方程 : 


0 (i=1,2,.…,s). (2.6) 


这 就 是 我 们 要 推导 的 运动 微分 方程 ,在 力学 中 称 为 拉 格 朗 日 方程 @ .如 果 给 定 力 
学 系统 的 拉 格 天 日 函数 已 知 , 则 方程 (2.6) 建 立 了 加 速度 .速度 和 坐标 之 间 的 联 
系 ,是 系统 的 运动 方程 . 

从 数学 的 观点 看 ,方程 (2.6) 包 括 * 个 未 知 函 数 q (:) 的 s 个 二 阶 微分 方程 . 
这 个 方程 组 的 通 解 包含 2; 个 任意 常数 .为 了 确定 这 些 常数 ,从 而 完全 确定 力学 
系统 的 运动 ,必须 知道 描述 系统 在 某 给 定时 刻 状态 的 初始 条 件 ,例如 坐标 和 速度 
的 初 值 . 

设 力学 系统 由 A 和 B 两 部 分 组 成 ,每 个 部 分 都 是 封闭 的 , 拉 格 朗 日 函数 分 
别 是 La。 和 工 。 -在 两 个 部 分 相距 足够 远 以 至 它们 的 相互 作用 可 以 忽略 的 极限 情 
沈 下 ,系统 的 拉 格 朗 日 函数 趋向 于 极限 : 


QD 一 般 来 说 是 驻 值 . 
Q 久 ”在 求 积 分 (2.1) 驻 值 的 变 分 计算 中 ,这 些 方程 称 为 欧 拉 方程 . 
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lim L=L,+L,. (2.7) 

拉 格 朗 日 水 数 的 这 种 可 可 性 反映 了 一 个 事实 :每 一 个 独立 部 分 的 运动 方程 不 可 
能 包含 男 一 个 部 分 的 物理 量 . 

显然 ,将 力学 系统 的 拉 格 天 日 函数 乘 以 一 个 任意 常数 ,不 会 改变 运动 微分 方 
程 .这 似乎 导致 一 种 不 确定 性 :各 个 孤立 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 乘 以 不 同 
的 任意 常数 .可 加 性 消除 了 这 个 不 确定 性 ,只 人 允许 所 有 力学 系统 都 乘 以 同一 个 任 
意 常 数 , 而 这 归结 为 选择 这 个 物理 量度 量 单位 的 任意 性 ,我 们 还 将 在 $4 中 继续 
讨论 这 个 问题 . 

我 们 还 需要 进行 以 下 的 一 般 性 讨论 .考虑 两 个 拉 格 朗 日 函数 L'(g,g,t) 和 
L(gq ,84,7), 它 们 相差 茶 个 坐标 和 时 间 的 函数 f(gq ,zi) 对 时 间 的 全 导数 : 


L' (gdt)= L(G + 和 Ag (2.8) 
计算 这 两 个 拉 格 朗 日 函数 对 应 的 积分 (2.1) 可 得 关系 式 : 


S = | L(g,d,t)d = | Lg,t)dt +| f(g,t)d 


一 S 十 flog'” ,1 ) Fa , 1, )， 
即 S 和 3S 相差 一 个 附加 项 .该 附加 项 在 变 分 时 将 消失 ,3S =0 和 58§S=0 完全 相 
同 ,因而 运动 微分 方程 也 相同 . 
可 见 , 拉 格 庆 日 函数 可 以 附加 任意 一 个 关于 时 间 和 坐标 的 函数 的 全 导数 . 


§3 伽利略 相对 性 原理 


为 了 研究 力学 现象 必须 选择 参考 系 . 一 般 来 说 运动 规律 在 不 同 的 参考 系 下 
具有 不 同 的 形式 .假如 任意 选择 参考 系 , 则 可 能 使 非常 简单 的 现象 看 起 来 十 分 复 
杂 . 这 自然 会 产生 一 个 问题 , 即 如 何 选择 参考 系 使 得 力学 规律 最 简单 . 

相对 于 任意 参考 系 ,空间 是 非 均 匀 的 各 向 异性 的 .这 就 是 说 ,如 果 某 个 物体 
与 其 它 物 体 之 间 没 有 相互 作用 ,但 是 它 在 空间 中 的 不 同位 置 和 不 同 指向 在 力学 
意义 上 是 不 等 价 的 .同样 ,一 般 情 况 下 时 间 也 是 非 均 匀 的 , 即 不 同时 刻 也 是 不 等 
价 的 .显然 ,时 间 和 空间 的 这 些 性 质 使 力学 现象 的 描述 变 得 复杂 .例如 ,自由 物体 
( 即 不 受 任何 外 力作 用 ) 不 可 能 静止 :如 果 在 某 个 时 刻 其 速度 等 于 零 ,但 在 下 一 个 
时 刻 它 开始 向 某 个 方向 运动 . z 

然而 ,似乎 总 是 存在 某 种 参考 系 ,空间 相对 它 是 均匀 的 各 向 同性 的 ,时 间 相 
对 它 是 均匀 的 .这 样 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 . 在 惯性 参考 系 中 ,在 某 个 时 刻 静 
止 的 自由 物体 将 永远 保持 静止 . 

对 于 在 惯性 参考 系 中 自由 运动 的 质点 ,我 们 立即 可 以 得 到 其 拉 格 朗 日 函数 
形式 的 一 些 绪论 .时间 和 空间 的 均匀 性 意味 着 这 个 函数 不 显 含 质点 的 径 矢 r 和 





$4 自由 质点 的 拉 格 朗 日 函数 .5 . 


时 间 上 , 即 工 只 是 速度 o 的 函数 .由 于 空间 各 向 同性 , 拉 格 朗 日 函数 不 依赖 于 矢 
量 v 的 方向 ,只 能 是 速度 大 小 的 函数 ,也 就 是 说 工 是 zz = v? 的 函数 : 


L=L(v’). (3.1) 
由 拉 格 度 日 函数 不 显 含 质 点 的 径 和 拓 r 可 知 92L/3r=0 ' 拉 格 妆 日 方程 可 写成 
d aL _0 
dt dv | 
由 此 可 得 9L/3w = const. 而 9L/9w 只 是 速度 的 函数 , 故 
v = const. (3.2) 


可 见 ,在 惯性 参考 系 中 任何 自由 运动 的 速度 的 大 小 和 方向 都 不 改变 .这 个 结 
论 包 含 了 惯性 定律 的 内 容 . 

如 果 在 我 们 已 有 的 这 个 惯性 参考 系 以 外 ,再 引进 另 一 个 惯性 参考 系 , 它 相对 
第 一 个 惯性 参考 系 作 匀速 直线 运动 , 则 相对 这 两 个 参考 系 的 自由 运动 规律 完全 
相同 :自由 运动 仍 是 匀速 直线 运动 . 

实验 证 明 ,不仅 自 人 
相对 这 两 个 参考 系 都 是 等 价 的 .因此 存在 不 只 是 一 个 ,而 是 无 穷 多 个 惯性 参考 
系 ,它们 相互 作 匀 速 直 线 运 动 . 让 这 此 参考 订 中 且 辣 和 s 间 都 是 相同 的 ,力学 规 
健 也 是 相同 的 .这 个 结论 称 为 佑 利 略 相对 性 原理 ,这 是 力学 中 最 重要 的 原理 
之 一 . 

上 面 论述 充分 说 明了 惯性 参考 系 的 特性 ,应 该 利用 这 样 的 参考 系 研 究 力 学 
现象 .今后 如 果 不 特 别 声 明 , 我 们 只 研究 惯性 参考 系 ， 

无 穷 多 个 这 样 的 参考 系 的 等 价 性 还 表明 ,不 存在 比 其 它 参 考 系 更 好 的 一 个 
“绝对 "惯性 参考 系 . 

设 有 两 个 不 同 的 参考 系 K 和 K ,其 中 K’ 相对 K 以 速度 VV 运动 ,同一 个 质 
点 相对 这 两 个 参考 系 的 坐标 r 和 +r 满足 关系 式 

r=r + Vi. (3.3) 
我 们 认为 这 两 个 参考 系 中 的 时 间 是 相同 的 : 
t=t. (3.4) 
绝对 时 间 假 设 是 经 典 力学 的 基础 @ . 

公式 (3.3) 和 (3.4) 称 为 伽利略 变换 .伽利略 相对 性 原理 可 以 表述 为 :力学 运 

动 方程 在 伽利略 变换 下 具有 不 变性 . 


$4 自由 质点 的 拉 格 朗 日 函数 
下 面 研究 拉 格 朗 日 函数 的 形式 ,首先 研究 一 个 最 简单 的 例子 一 一 质点 相对 


QD 标量 对 矢量 的 偏 导 数 也 是 矢量 ,其 分 量 分 别 等 于 该 标量 分 别 对 矢量 各 个 分 量 的 偏 导数 . 
”这 个 假设 在 相对 论 力学 中 不 成 立 . 
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惯性 参考 系 的 自由 运动 .我 们 已 经 知道 ,这 种 情况 下 拉 格 朗 日 函数 只 能 依赖 于 速 
度 的 平方 .我 们 利用 伽利略 原理 来 研究 这 个 依赖 关系 的 形式 .如 果 惯 性 参考 系 KK 
以 无 穷 小 速度 gs 相对 惯性 参考 系 K 运动 , 则 有 w = wv + &. 拉 格 朗 日 函数 L(w’) 
经 过 伽利略 变换 后 得 到 L'“, 由 于 在 所 有 惯性 参考 系 中 运动 方程 的 形式 都 相同 ， 
故 LL 与 L(w) 只 能 相差 某 个 关于 时 间 和 坐标 的 函数 的 全 导数 (参见 $3 2). 
于 是 有 
L’=L(v )=L(v +2v'g+e’). 
将 这 个 表达 式 展开 成 & 的 寡 级 数 并 忽略 高 阶 小 量 得 : 


L(v?)=L(v)+2 5 8. 
只 有 当 该 等 式 右边 第 二 项 与 速度 vw 呈 线 性 依赖 关系 时 , 它 才 能 是 时 间 的 全 导数 . 


因此 5 二 不 依赖 于 速度 , 即 拉 格 朗 日 函数 与 速度 平方 成 正比 : 





L=7Fv,， (4.1) 
其 中 mx 为 常数 . 


由 拉 格 朗 日 消 数 在 速度 无 穷 小 变换 下 满足 伽利略 相对 性 原理 可 知 , 在 参考 
系 K 以 有 限 速 度 Y 相对 K 运动 情况 下 , 拉 格 朗 日 函数 也 满足 该 原理 .事实 上 ， 


L'=Fv = + V) = +27 9 “V+ Vv 
或 者 
_ d nm , nm 2 


第 二 项 是 全 妇 数 ,可 以 略 去 . 
物理 量 x 称 为 质点 的 质量 .根据 拉 格 天 日 函数 的 可 加 性 ,对 于 无 相互 作用 
的 质点 组 成 的 自由 质点 系 , 有 出 


2 
mv 
L= 5 (4.2) 


必须 强调 ,只 有 考虑 到 可 加 性 的 时 候 , 给 出 的 质量 定义 才 有 实际 物理 意义 . 
在 $2 曾 经 指出 ,总 是 可 以 将 拉 格 朗 日 函数 乘 以 常数 而 不 改变 方程 .对 于 函数 
(4.2) , 乘 以 常数 就 相当 于 改变 了 质量 的 度量 ,不 同 质点 的 质量 之 间 的 比例 关系 
却 是 具有 实际 物理 意义 的 ,不 会 发 生 改 变 . 

容易 看 出 ,质量 不 可 能 是 负 的 .事实 上 ,根据 最 小 作用 量 原理 ,质点 从 空间 操 
1 到 空间 点 2 的 真实 运动 ,使 得 积分 





QD 我 们 用 拉丁 字母 表 中 前 几 个 字母 表示 质点 的 编号 ,用 i,k,! 给 坐标 编号 . 
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取 最 小 值 .假如 质量 是 负 的 ,对 于 快速 离开 点 1 再 快速 接近 点 2 的 轨迹 ,作用 量 
可 以 取 绝 对 值 任 意 大 的 负 值 ,不 可 能 有 最 小 值 出 
注意 到 
2 /dli\” dd/ 
= (到 | = (4.3) 
因此 为 了 得 到 拉 格 朗 日 函数 只 需求 出 在 特定 坐标 系 中 弧 长 微 元 di 的 平方 . 
例如 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 di* = dx ”+dy + dz ,进而 有 
L=7 (2 +y +2), (4.4) 
在 柱 坐 标 系 中 di*=dr + 一 do +dx ,进而 有 
L=3 (7 +r p+ 2), (4.5) 
在 球 坐 标 系 中 di!*=dr +r*d9 +r sin 90dwp” ,进而 有 


L=73(7 +r 0 +risin 0¢’). (4.6) 
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下 面 研 究 一 种 质点 系 , 其 质点 之 间 有 相互 作用 ,但 不 受 外 部 任何 物体 作用 , 称 
为 封闭 质点 系 .为 了 描述 质点 之 间 的 相互 作用 ,可 以 在 自由 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 
中 增加 坐标 的 函数 (根据 相互 作用 的 性 质 确 定 ) . 包 将 这 个 函数 记 为 U , 则 有 


2 
VS Pav 
L = 2 一 U(r,,r,,…) (5.1) 


(r。 是 第 a 个 质点 的 径 矢 ). 这 是 封闭 质点 系 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 . 
晒 数 U 称 为 质点 系 的 势能 ,而 


下 二 > 3 

称 为 质点 系 的 动能 ,这 些 名 称 的 含义 将 在 $6 中 介绍 . 
势能 仅 依 赖 于 所 有 质点 在 相同 时 刻 的 分 布 , 这 意味 着 其 中 一 个 质点 位 置 的 
改变 立刻 影响 到 所 有 其 它 质 点 ,可 以 说 相互 作用 瞬间 “扩散 ”. 这 个 相互 作用 的 性 
质 在 经 典 力学 中 是 必然 的 , 它 紧 密 联 系 着 经 典 力学 的 基本 前 提 , 即 绝对 时 间 假 设 
和 伽利略 相对 性 原理 .如 果 相 互 作用 不 是 瞬间 扩散 的 , 即 以 一 定 的 速度 扩散 ,而 








QD 在 第 2 页 的 注释 中 给 出 的 说 明 不 会 影响 这 个 结论 ,因为 m<0 时 积分 在 轨迹 上 任意 小 区 间 都 不 
可 能 有 最 小 值 . 
”这 个 结论 限于 本 书 所 述 的 经 典 ( 非 相对 论 ) 力 学 范畴 . 
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时 间 的 绝对 性 意味 着 通常 的 速度 相 加 法 则 适用 于 所 有 现象 ,因此 在 不 同 的 (相对 
运动 ) 参 考 系 中 扩散 速度 不 相同 .于 是 相互 作用 的 物体 的 运动 规律 在 不 同 惯 性 参 
考 系 中 也 不 相同 ,这 就 违背 了 伽利略 相对 性 原理 . 

在 $3 中 我 们 只 提 到 了 时 间 的 均匀 性 . 拉 格 朗 日 函数 的 形式 (5.1) 表 明 ,时 
间 不 仅 是 均匀 的 ,而 且 是 各 加 同性 的 ,即时 间 的 性 质 在 两 个 方向 上 都 是 相同 的 . 
事实 上 ,用 -上代 蔡 上 不 会 改变 拉 格 归 日 函数 ,进而 也 不 会 改变 运动 方程 . 换 句 
话说 ,如 果 在 参考 系 中 某 种 运动 是 可 能 的 , 则 反 运 动 也 是 可 能 的 , 即 可 以 按照 相 
反 的 顺序 进行 运动 .在 这 个 意义 下 ,按照 经 典 力 学 定律 所 有 运动 都 是 可 首 的 . 

知道 拉 格 朗 日 函数 后 就 可 以 建立 运动 方程 : 


d aL 9L 
将 (5.1) 代 入 后 得 : 
d 9 
m, = (5.3) 


这 种 形式 的 运动 方程 称 为 牛顿 方程 ,是 自由 质点 系 力 学 的 基础 .方程 (5.3) 右 端 
的 矢量 
_aU 
. gr, 
称 为 作用 在 第 a 个 质点 上 的 力 . 它 与 U 一 样 ,依赖 于 所 有 质点 的 坐标 ,但 不 依 
赖 于 速度 .因此 ,方程 (5.3) 表 明 , 质 点 的 加 速度 矢量 也 是 坐标 的 函数 . 

势能 可 以 增 减 任意 常数 而 不 改变 运动 方程 (这 是 在 $2 中 讲 到 的 拉 格 朗 日 
函数 不 确定 性 的 特殊 情况 ) .选择 这 个 任意 常数 的 最 自然 和 最 通用 的 方法 是 , 当 
无 限 增 大 质点 间距 离 时 势能 趋向 于 零 . 

如 果 描 述 运动 不 是 用 笛 卡 儿 坐 标 ,而 是 用 任意 的 广义 坐标 g;, 则 为 了 得 到 
拉 格 明日 函数 必须 引进 相应 的 变换 : 


F, = (5.4) 


. 9f,. 
i = 请 (qq ，…，d,), 工 。 一 2 Fo etc. 
天 


将 这 些 表达 式 代入 函数 

= Fm (at +t) U, 
可 得 如 下 形式 的 拉 格 朗 日 函数 . 

L = 5)en(9)dd: - U(9), (5.5) 
其 中 a 是 广义 坐标 的 函数 .用 广义 坐标 写 出 的 动能 是 速度 的 二 次 函数 ,但 可 以 
依赖 于 广义 坐标 ， 


到 此 为 止 我 们 只 研究 了 封闭 质点 系 .下 面 研 究 非 封 闭 质 点 系 A, 它 与 运动 
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完全 已 知 的 质点 系 B 相互 作用 .这 种 情况 下 称 A 在 (由 B) 给 定 的 外 场 中 运动 . 
根据 最 小 作用 量 原理 推导 运动 方程 是 要 对 每 个 广义 坐标 进行 独立 变 分 ( 即 认为 
其 它 广 义 坐 标 是 已 知 的 ), 因 此 ,可 将 质点 系 A+ B 的 拉 格 朗 日 函数 工 中 广义 坐 
标 gs 用 已 知 蚂 数 代替 ,由 此 得 到 质点 系 A 的 拉 格 朗 日 函数 工 ， . 

假设 质点 系 A + B 是 封闭 的 , 则 有 

L=T4(ga,ga)t+ Ts(qp,9s)- U(ga, qs), 
其 中 前 两 项 分 别 是 A 和 B 的 动能 ,第 三 项 是 A + B 的 势能 .将 广义 坐标 as 用 
已 知 的 时 间 函 数 代替 后 , Ts (qs, 98) 是 只 依赖 于 时 间 的 函数 (因此 也 是 某 个 时 
间 葡 数 的 全 导数 ), 可 以 从 工 中略 去 .于 是 
L=T, (ga,9a) ~ U(ga ,gs(t)). 

可 见 , 在 外 场 中 运动 的 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 具有 通常 的 形式 ,差别 就 在 于 
势能 可 能 显 含 时 间 . 

对 于 在 外 场 中 运动 的 质点 , 拉 格 朗 日 函数 写成 


2 
nv 


L=——- U(r,t), (5.6) 
而 运动 方程 写成 
md= -3 ($5.7) 


如 果 质 点 处 在 外 场 中 时 ,所 有 点 都 受到 相同 的 力 下 , 则 称 这 样 的 外 场 是 均匀 

的 .显然 在 均匀 外 场 中 势能 可 以 写成 
U=~—F'r. (5.8) 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 还 需 对 拉 格 朗 日 方程 在 具体 问题 中 如 何 应 用 做 些 说 
明 .我 们 经 常会 遇 到 一 种 力学 系统 ,其 中 的 物体 (质点 ) 之 间 的 相互 作用 有 约束 的 
性 质 , 即 限制 物体 相互 间 的 位 置 关系 . 

实际 上 这 种 约束 是 通过 杆 、. 线 、 匀 等 实现 的 .这 给 研究 运动 带 来 新 间 题 , 即 运 
动 伴 有 接触 处 的 摩擦 .一 般 来 说 ,这 个 问题 超越 了 力学 范围 (参见 § 25). 

然而 ,很 多 情况 下 摩擦 是 比较 弱 的 , 它 对 运动 的 影响 可 以 忽略 .如 果 还 可 以 
忽略 “连接 物 "的 质量 , 则 其 作用 仅仅 是 减少 自由 度 (与 3N 相 比 ). 这 样 又 可 以 利 
用 拉 格 朗 日 函数 (5.5) 来 确定 运动 ,独立 的 广义 坐标 数 就 等 于 自由 度 . 


习 题 


试 求 下 面 在 均匀 重力 场 ( 重 力 加 速度 为 g) 中 各 系统 的 拉 格 朗 日 函数 . 
习题 ] 平面 双 摆 (图 1). 
解 : 取 绳 i， 和 1, 分 别 与 竖 直 方向 的 夹 角 pp1 和 gp, 为 广义 坐标 .对 质点 mm 





10 -. 第 一 章 运动 方程 





. 
TI=Fmlip, LU = — mglicospi. 


为 了 求 出 第 二 个 质点 的 动能 ,我 们 用 角 p 和 gp, 表示 第 二 个 质点 的 箭 卡 儿 坐 标 
Zay yi( 坐 标 原 点 取 在 悬挂 点 ,y 轴 坚 直 向 下 ): 

Z2 三 LiSinopi 十 LSIimnopy， ya 三 LicosOD1l 十 [acoso， . 
于 是 有 


1 ni, 


T,= Fm2(z2 + 2)= 7 [G1 + L282 + 2 lcos( pi — 92) p19, ]. 
最 后 得 


mi+m,,, .2 


L=— 3 + G+ mali lcos( gi 一 2 ) D1 P+ 
(mit+m,)glicosp! + ma gl coOsgp,. 
习题 2 质量 为 m, 的 平面 摆 , 其 悬挂 点 (质量 为 加) 可 以 活着 水 平 直线 运 
动 (图 2). 
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解 : 设 质 点 mi 的 坐标 为 工 ; 绳 与 竖 直 方向 夹 角 为 9p, 则 有 


十 
MR 了 一 2 十 ey +271 x cosp) + m, glcosg. 


习题 3 设 有 一 平面 摆 , 其 悬挂 点 : 
a. 沿 着 竖 直 圆 以 定常 圆 频率 y 运动 (图 3)， 
b. 按 规律 wcosyt 水 平 振动 ， 
c. 按 规律 acosyt 紧 直 振动 . 
解 : 
a. 质点 m 的 坐标 为 : 
X= acosyt+ lsing, y= — asnyt + lcosg. 


拉 格 关上 日 池 数 为 
_ ml” 


— S$ + miay’ sin(P — Yt)+ mglcosg. 


LL 二 





这 里 略 去 了 仅仅 依赖 于 时 间 的 项 , 它 可 以 写成 
mlayYcos(9 一 Yt) 对 时 间 的 全 导数 . 
b. 质点 m 的 坐标 为 : 
X= acosyt tlsing, y= tcosg. 
拉 格 天 日 函数 ( 略 去 全 寻 数 后 ) 为 


2 
L= 人 0 十 mlay’ cosytsing + mglcosg. 


c， 类似 地 ,可 得 ， 


2 
一 2 + milay’ cosytcosp + mglcosp. 


习题 4 在 图 4 所 示 的 力学 系统 中 ,质点 m， 
沿 着 竖 直 轴 运 动 ,整个 系统 以 常 角 过度 0 绕 该 轴 
转动 . : 

解 : 设 线段 a 与 竖 直 方向 夹 角 为 09, 系统 绕 坚 
直 轴 转动 的 角度 为 pg, 则 gp 二 .对 于 每 个 质点 mi 
的 微小 位 移 有 

dli=a’d0 +a sin0do 
质点 m, 到 A 点 的 距离 为 2acosg ,因此 
di, = —2asingd0. 

拉 格 良 日 函数 为 

L=mia’(0+ (sin0)+2m,a’sin 00°+ 


2ga(m)+ m,)cos0. 图 4 











$6 能 量 


在 力学 系统 运动 过 程 中 ,描述 其 状态 的 2; 个 变量 g,,g， (=1,2,…，,s) 随 
时 间 变 化 .但 是 存在 这 些 变 量 的 某 些 函数 ,在 运动 过 程 中 保持 常 值 ,只 依赖 于 初 
始 条 件 . 这些 函 数 称 为 运动 积分 . 
对 于 具有 s 个 自由 度 的 力学 封闭 系统 ,独立 运动 积分 数 等 于 s 一 1. 这 很 容 
易 理 解 .运动 方程 的 遂 解 包含 2; 个 任意 常数 (参见 第 3 页 ). 由 于 封闭 系统 的 运 
动 方 程 不 显 含 时 间 , 所 以 可 以 完全 任意 选择 初始 时 刻 , 总 可 以 将 方程 解 中 的 任意 
篆 数 之 一 选 作 时 间 的 可 加 常数 zo .从 2s 个 函数 
gq;= qi(t+rto,Ci,C, ,C1), 
Gi= qi(t+zto,Ci,C2," ,C1), 
中 消去 1+ zo, 将 2s 一 1 个 任意 常数 C ,C,,…, C2,-1 表 示 成 gq; ,9, 的 函数 形式 ， 
这 些 函 数 就 是 运动 积分 . 
然而 ,并 不 是 所 有 的 运动 积分 在 力学 中 有 相同 的 重要 性 .其 中 一 些 运动 积分 
的 恒定 不 变性 源 自 时 间 和 空间 的 基本 性 质 , 即 均匀 性 和 各 向 同性 .这 些 所 谓 的 守 
恒 量 具有 可 加 性 ,对 于 几 个 相互 独立 部 分 组 成 的 系统 ,守恒 量 的 值 等 于 各 个 部 分 
相应 值 之 和 . z 
可 加 性 使 相应 的 物理 量具 有 重要 的 力学 意义 .例如 ,假设 两 个 物体 在 某 时 间 
间隔 内 相互 作用 .由 于 作用 发 生前 后 整个 系统 的 每 个 可 加 运动 积分 值 就 等 于 两 
部 分 相应 值 之 和 ,如 果 已 知 作 用 发 生前 物体 的 运动 状态 , 则 利用 守恒 定律 就 可 能 
得 到 作用 后 物体 运动 状态 的 有 关 结 论 . 
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我 们 首先 介绍 时 间 均 匀 性 导出 的 守恒 定律 . 
由 于 时 间 具 有 均匀 性 ,封闭 系统 的 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 . 因 此 拉 格 朗 日 
图 数 对 时 间 的 全 导数 可 以 写成 
dL aL. 9L ,， 
dr = 2 Eph 十 2 也 4 
(如 果 工 显 含 时 间 , 右 端 还 应 该 有 3L/31). 利 用 拉 格 朗 日 方程 将 9L/39g, 替换 为 
d 39L ， 


dL _ d 3L 9aL ., | d13L ， 
EE D8 
或 者 
d ， 9L 
Dy 0 
由 此 可 知 
;= Sar (6.1) 
i 99; 


在 封闭 系统 运动 中 保持 不 变 , 是 运动 积分 , 称 为 系统 的 能 量 .根据 (6.1), 能 量 与 
拉 格 明日 函数 的 关系 是 线性 的 ,由 拉 格 明月 函数 的 可 加 性 可 以 直接 得 出 能 量 的 
可 加 性 . z 

在 上 述 推导 中 仪 仅 利 用 了 拉 格 朗 日 唤 数 不 显 含 时 间 的 性 质 ,所 以 能 量 守 恒 
定律 不 仅 对 于 封闭 系统 成 立 , 对 位 于 定常 外 场 ( 即 不 显 含 时 间 ) 中 的 系统 也 成 立 . 
能 量 守 恒 的 力学 系统 也 称 为 保守 系统 . 

在 $35 我 们 已 经 知道 , 封 朵 (或 者 位 于 定 稍 外 场 中 的 ) 系 统 的 拉 格 朗 日 郴 数 
可 写成 

L=T(g,9)- U(g), 

其 中 工 是 速度 的 二 次 函数 .利用 著名 的 欧 拉 齐 次 函数 定理 可 得 


2 2 


将 此 式 代 人 (6.1) 得 
E=T(g,9)+ U(g), - (6.2) 





用 箔 卡 儿 坐标 写成 
E= y， 一 人 + TUTCr re) (6.3) 


可 见 , 能 量 包含 本 质 不 同 的 两 项 :依赖 于 速度 的 动能 和 仅仅 依赖 于 坐标 的 势 
能 ， 四 
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男 一 个 守恒 定律 与 空间 的 均匀 性 相关 . 

根据 空间 均匀 性 ,封闭 力学 系统 在 空间 中 整体 平移 时 ,其 性 质保 持 不 变 . 因 
此 我 们 研究 一 个 无 穷 小 平移 8 ,并 要 求 拉 格 朗 日 函数 保持 不 变 . 

平移 就 是 将 系统 中 所 有 质点 移动 相同 的 位 移 8 的 变换 , 即 径 矢 rr, 一 r, +&. 
在 速度 不 变 的 情况 下 ,无穷 小 的 坐标 变换 使 拉 格 朗 日 函数 产生 的 改变 量 为 


3L = > 到 .ar = 8， > 天， 
其 中 求 和 是 对 所 有 质点 进行 的 .对 任意 s 要 求 8L 二 0 等 价 于 
= 二 = 0. (7.1) 
根据 拉 格 朗 日 方程 (5.2) 得 
DEE 
于 是 我 们 可 得 结论 :封闭 力学 系统 的 矢量 


p= 了 二 (7.2) 
笃 Va 


在 运动 中 保持 不 变 .矢量 P 称 为 系统 的 动量 .对 拉 格 朗 日 函数 (5$.1) 求 导 可 得 用 
质点 速度 表示 的 动量 : 
P= Dm, VW, . (7.3) 

动量 的 可 加 性 是 显然 的 .与 能 量 不 同 之 处 在 于 ,无 论 质点 之 间 的 相互 作用 是 

否 可 以 忽略 ,动量 都 等 于 各 个 质点 的 动量 
Pa Mm, Ve 

之 和 . 

只 有 在 没有 外 场 的 情况 下 ,动量 矢量 的 三 个 分 量 的 守恒 都 成 立 .然而 ,在 有 
外 场 的 情况 下 ,如 采 势 能 不 显 含 某 个 第 卡 儿 坐 标 , 则 相应 的 动量 分 量 守 恒 . 显 然 ， 
沿 着 该 坐标 轴 平 移 不 会 改变 力学 系统 的 性 质 , 动 量 在 该 轴 上 投影 守恒 .例如 ,在 
方向 沿 着 z 轴 的 均匀 场 中 , 沿 着 x 和 >y 轴 的 动量 守 便 . 

等 式 (7.1) 的 物理 含义 非常 简单 .9L/9r, = -3U/3r。 是 作用 在 第 a 个 质点 
上 的 力 F, .等 式 (7.1) 表 明 , 作 用 在 封闭 系统 的 所 有 质点 上 的 力 之 和 等 于 零 : 


DF,=0. | (7.4) 


特别 地 , 当 系 统 只 由 两 个 质点 组 成 时 ,FF, + F, =0, 相 互 作用 在 两 个 质点 上 的 力 
大 小 相等 .方向 相反 .这 就 是 著名 的 作用 与 反作用 互 等 定律 . 
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如 果 用 广义 坐标 g; 描述 运动 , 则 拉 格 明日 函数 对 广义 速度 的 寻 数 


_9L 
六 3 (7.5) 
称 为 广义 动量 ,而 : 
F,=5 (7.6) 
di 


称 为 广义 力 . 拉 格 朗 日 方程 可 以 写成 
Bi=F. (7.7) 
用 和 任 卡 儿 坐 标 表 示 的 广义 动量 就 是 p, 的 分 量 .一 般 情 况 下 p; 是 广义 速度 
的 线性 齐 次 函数 ,不 能 化 为 质量 与 速度 的 积 . 
习 磺 
习题 质量 为 六 的 质点 以 速度 om 从 一 个 势能 为 常数 U, 的 半空 间 运 动 到 
另 一 个 势能 为 常数 U, 的 半空 间 . 求 质点 运动 方向 的 改变 . 
解 : 势能 不 依赖 于 平行 两 个 半空 间 分 界面 的 轴 的 坐标 ,因此 质点 动量 在 该 
分 界面 上 的 投影 守恒 .用 0,,0, 表示 质点 穿越 分 界面 前 后 速度 mi ,mw， 与 分 界面 
法 线 的 夹 角 , 于 是 有 :vsin0 = zsing, .vl 和 v, 之 间 的 关系 由 能 量 守恒 定律 给 


出 ,最 后 可 求 得 

sinO | 2 

sing 一 lt Di U, ). 
$8 质心 


封闭 系统 的 动量 对 于 不 同 的 惯性 参考 系 有 不 同 的 值 . 如果 参考 系 K 相对 参 
考 系 K 以 速度 Y 运动 , 则 质点 相对 这 两 个 参考 系 的 速度 w 和 w 满足 关系 式 w 
= vw 二. 因此 在 这 两 个 参考 系 中 动量 值 P 和 己 满 足 关 系 式 


P = Dim, UV， 二 > 7。 VU 十 V > im,, 
立 可 








或 者 : : 
P=P +V Om,. (8.1) 


特别 地 ,一定 存在 使 得 动量 等 于 零 的 参考 系 K'. 令 (8.1) 中 P =0, 求 得 参 
考 系 K 的 速度 为 
y- 了 -之 mo (8.2) 
> m, > m, 
如 采 力 学 系统 的 动量 等 于 零 , 则 称 系 统 相 对 该 参考 系 静 止 .这 是 单个 质点 静 
止 概念 的 自然 推广 .公式 (8.2) 给 出 的 速度 V, 具 有 动量 不 为 零 的 力学 系统 “ 整 








.16 ， 第 二 章 守恒 定律 


体 运动 ”速度 的 含义 .由 此 可 见 ,动量 守恒 定律 自然 地 给 出 了 系统 整体 静止 和 速 
度 的 概念 . 
公式 (8.2) 还 表明 ,动量 P 和 系统 整体 运动 速度 V 的 关系 ,就 如 同一 个 质点 
动量 和 速度 的 关系 ,该 质点 的 质量 等 于 系统 中 所 有 质点 的 质量 之 和 j= Dm.. 
这 正 说 明了 质量 的 可 加 性 
公式 (8.2) 右 端 可 以 看 作 是 下 面 表 达 式 对 时 间 的 导数 
> mr, 
Dm 
可 以 说 ,系统 整体 运动 速度 就 是 径 矢 为 (8.3) 的 空间 点 的 运动 速度 ,这 个 点 称 为 
系统 的 质心 . 
封闭 系统 动量 守恒 定律 可 以 表述 为 :系统 的 质心 作 匀 速 直线 运动 .这 是 $3 
给 出 的 自由 质点 惯性 定律 的 推广 ,质点 的 质心 就 是 质点 本 身 . 
在 研究 封闭 系统 的 力学 性 质 时 ,当然 利用 质心 静止 的 惯性 参考 系 , 这 就 可 以 
不 必 研 究 系统 整体 的 匀速 直线 运动 ， 
整体 静止 的 力学 系统 的 能 量 通常 称 为 内 能 玉 ,, 它 包括 系统 内 质点 的 相对 
运动 动能 和 相互 作用 势能 .以 速度 V 作 整 体 运动 的 系统 的 能 量 可 以 写成 


2 
E=6 +E, (8.4) 


尽管 这 个 公式 非常 显然 ,但 我 们 还 是 给 出 以 下 推导 . 力学 系统 相对 参考 系 K 和 
K 的 能 量 上 和 五 "的 关系 为 


1 
2 ” 
E = Fm t+U= Fm (vt V+U 





(8.3) 


_ pV 
2 








Dmave 十 U 
或 者 
E=E’+ VP + (8.5) 
这 个 公式 给 出 了 相对 两 个 不 同 惯性 参考 系 的 能 量 关 系 ,类 似 于 公式 (8.1) 给 出 的 
动量 关系 .如 条 在 参考 系 K“ 中 系统 质心 静止 , 则 P =0, 天 = 下 ,这 时 就 得 到 公 
式 (8.4). 
习 题 
习题 ” 求 相 对 两 个 不 同 惯 性 参考 系 的 作用 量 之 间 的 关系 . 
解 : 条 格 朋 日 到 数 到 于 动能 和 和 势 能 之 差 ， 显然 ,类 似 公 去 (8.5) 有 


L= L'+ Vp’ + 
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将 该 等 式 对 时 间 积 分 可 得 
2 
S=S +uVR’ + 1, 
其 中 R 是 在 参考 系 K 中 系统 的 质心 的 径 舌 . 
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下 面 钱 究 由 空间 各 向 同性 得 到 的 守恒 定律 . 
各 问 问 性 意味 着 封闭 系统 整体 在 空间 中 任意 转动 时 ,力学 性 质保 持 不 变 . 因 
此 ,我们 研究 系统 整体 的 无 穷 小 转动 并 要 求 拉 格 朗 日 函数 保持 不 变 . 
我 们 引入 无 穷 小 转动 矢量 59 ,其 大 小 等 于 转角 的 绝对 值 yp ,方向 沿 着 转动 
轴 ( 转 动 方向 对 于 59 的 方向 符合 右手 螺旋 法 则 ). 
我 们 首先 研究 ,在 系统 转动 时 ,从 坐标 原点 (位 于 转动 轴 上 ) 指 向 系统 中 任意 
质点 的 径 矢 的 位 移 . 径 矢 端点 的 线 位 移 与 转角 的 关系 为 (如 图 5 所 示 ) 
|8r | = rsinO 89. 
位 移 矢 量 的 方向 垂直 过 > 和 6g 的 平面 .显然 有 
Sr=6@9xXxr. (9.1) 
在 系统 转动 时 不 仅 径 矢 的 方向 改变 ,而且 所 有 质点 的 速 
度 也 改变 ,并且 所 有 矢量 的 变化 规律 相同 .所 以 速度 相对 
固定 坐标 系 的 增 量 为 
Sv=9Xwv. (9.2) 
将 这 些 表 达 式 代入 拉 格 朗 日 函数 不 变 条 件 


aL 9L 
SL = 5) (Fr +)= 





并 做 代 换 3L/9vw, = p, ， 9L/9r, = p, ,得 
2 [pe (9pxr,)+p,: (9x vw,)]=0, 
或 者 
So0 ， Dr xpsto, xp) = 89. CH,xp, = 0. 
由 39 的 任意 性 可 得 
fr x p, = 0， 
即 在 封闭 力学 系统 运动 过 程 中 矢量 
M = Dr Xp, : (9.3) 
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保持 不 变 , 这 个 物理 量 称 为 动量 延 避 .这 个 物理 量 不 依赖 于 质点 之 间 是 否 有 相互 
作用 , 它 的 可 加 性 是 显然 的 . 

可 加 的 运动 积分 就 这 些 . 就 是 说 ,任何 封 同系 统 都 有 总 共 7 个 这 样 的 运动 积 
分 :能 量 动量 的 三 个 分 量 和 动量 矩 的 三 个 分 量 . 

既然 在 动量 矩 的 定义 中 出 现 了 径 矢 , 它 的 取 值 就 与 坐标 原点 的 选取 有 关 . 假 
定 两 个 坐标 原点 相差 矢量 a ,同一 个 点 对 这 两 个 坐标 原点 的 径 矢 分 别 为 r> 和 
,满足 关系 式 r, = 二 x +a. 因 此 有 


M = Dr, x p= Dr xp, +ax Sp,, 
或 者 
M=M +axP. (9.4) 
由 此 可 知 ,只 有 在 系统 整体 静止 ( 即 P=0) 时 ,其 动量 矩 不 依赖 于 坐标 原点 的 先 
择 . 动 量 矩 值 的 这 种 不 确定 性 不 会 影响 到 动量 矩 守恒 定律 ,因为 封闭 系统 的 动量 
也 守恒 . 
我 们 来 推导 相对 不 同 参考 系 人 和 天 "的 动量 抢 之 间 的 关系 . 设 参考 系 K' 相 
对 的 速度 为 V ,它们 的 坐标 原点 在 某 给 定时 刻 重合 .那么 质点 相对 两 个 参考 
系 的 径 矢 相同 ,速度 满足 关系 式 :uw = u' + V. 于 是 有 
M = Dmor, X v, = > mor, xX vw + > ,7asr。 X 有. 
右 端 第 一 项 是 相对 参考 系 K' 的 动量 矩 M“ ,在 第 二 项 中 利用 质心 径 矢 公式 
(8.3) ,可 得 
M=M +uRxV. (9.5) 
这 个 公式 给 出 了 相对 不 同 参考 系 的 动量 矩 之 间 的 关系 ,与 能 量 关系 式 (8.1) 和 动 
量 关系 式 (8.5) 类 似 、 
”如 果 系 统 整体 相对 参考 系 K“ 静 止 , 则 Y 是 系统 质心 的 速度 ,而 wy 是 系统 
的 动量 ,进而 有 
M=M +RXP. (9.6) 
就 是 说 ,系统 的 动量 矩 由 相对 参考 系 的 “固有 动量 矩 " 和 整体 运动 的 动量 矩 R x 
P 构成 . 
虽然 只 有 封闭 系统 的 动量 矩 (对 任意 坐标 原点 ) 三 个 分 量 都 守恒 ,但 是 在 一 
定 限 制 下 ,这 个 守恒 定律 对 于 在 外 场 中 运动 的 系统 也 成 立 . 从 上 面 推导 可 以 看 
出 ,动量 矩 在 外 场 的 对 称 轴 上 投影 总 是 守恒 的 , 绕 该 轴 转 动 的 系统 力学 性 质 不 
变 ,当然 ,这 时 动量 和 矩 计算 是 相对 位 于 该 轴 上 的 任意 点 (坐标 原点 ) 的 . 
更 重要 的 情况 是 中 心 对 称 外 场 , 即 势能 仅仅 依赖 于 到 空间 中 某 个 特定 点 (中 


中 也 称 转动 矩 或 者 角 动 量 . 
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心 ) 的 距离 .显然 ,在 这 种 场 内 运动 时 ,系统 动量 矩 在 任意 过 中 心 的 轴 上 投影 都 守 
恒 . 就 是 说 ,系统 相对 场 中 心 的 动量 矩 守 恒 . 
另 一 个 例子 是 ,在 沿 着 z 轴 的 均匀 场 中 动量 矩 投影 M. 守恒 ,并且 坐标 原点 
可 以 任意 选取 . 
应 该 指出 ,动量 矩 在 任意 轴 ( 我 们 就 取 为 = 轴 ) 上 的 投影 ,都 可 以 利用 拉 格 
朗 日 消 数 的 微分 运算 求 得 : 
M. = >， A, (9.7) 
2” 299。 
其 中 9 是 绕 z 轴 的 转角 .根据 前 面 给 出 的 动量 和 矩 守 和 恒 的 性 质 ,这 个 结论 是 显然 
的 ,也 可 以 直接 计算 来 验证 .利用 柱 坐 标 r,p,z 有 (代入 z = 普 coso ,yy, = 
r, Sin p。) : 
M, = >17s (Toy。 一 水) = mre,. (9.8) 
男 一 方面 , 拉 格 朗 日 隔 数 瑟 成 
L = T Dm + G+ 2)-U. 
将 它 代 入 (9.7) 即 可 得 (9.8). 
习 题 
习题 1 用 柱 坐 标 r,gp,z 表示 质点 动量 矩 的 簿 卡 儿 坐标 分 量 以 及 动量 乱 
的 大 小 . 
答案 : 


M,= msing(rz2— zr)— mrz@eosg, 
M,= mcosp(zr — rz2)— mrz osing, 
M = mr’ 0 ， 
M=mr or tz)+m (rz— zr). 
习题 2 用 球 坐 标 r+,0,g 表示 质点 动量 矩 的 笛 卡 儿 坐 标 分 量 以 及 动量 厦 
的 大 小 . 
答案 : 
M = — mr’(0singt+ 0Osingcosgcoso ) ， 
M, = mr’ (0cosp-— psinOcosOsing ) ， 
M. = mr’ psin’ 0， 


NM = mr‘(0? 十 Osin 0). 
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习题 3 在 下 列 场 中 运动 时 动量 了 和 动量 矩 M 的 哪些 分 量 守恒 ? 
a. 无 限 大 均匀 平面 场 . 
答案 : z 
P, ,P, , M, (无 限 大 平面 为 xy 平面 ). 
b. 无 限 长 均匀 圆柱 场 . 
答案 : 
c. 无 限 长 均匀 棱柱 场 . 


答案 : 

P.(〈 校 边 平 行 于 zx 轴 ). 
d. 两 个 点 场 . 
答案 


M.( 两 个 点 位 于 zx 轴 上 ). 
e. 无 限 大 均匀 半 平 面 场 . 


答案 : 
P, (无限 大 半 平 面 是 zy 平面 上 以 > 轴 为 界 的 ). 
f. 均匀 圆锥 场 . 
答案 : 
M. (圆锥 轴 为 z 轴 ). 
g. 均匀 圆 环 场 . 
答案 : 


M.( 圆 环 轴 为 z 轴 ). 
h. 无 限 长 均匀 圆柱 形 螺 旋 线 场 . 


解 : 绕 螺 旋 轴 (z 轴 ) 旋 转 89 同时 洛 着 该 轴 平 移 宛 39( 太 为 螺 距 ), 拉 格 庆 日 
函数 不 改变 .所 以 有 


aL、 3aL、 /»h ， 
i++5509 一 (F. FT M. jap=0， 
由 此 可 得 
Pp, La M., = const. 
2 
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拉 格 明日 函数 滋 以 任意 常数 不 会 改变 运动 方程 (参见 $2). 在 一 些 情 况 下 ， 
利用 这 一 点 ,无需 求解 运动 方程 就 可 以 得 到 有 关 运 动 性 质 的 重要 结论 . 
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我 们 考虑 势能 是 坐标 的 齐 次 函数 的 情况 , 即 势能 函数 满足 条 件 
U(Cari ,ar ，… ,ar ) 一 坟 UTCr rm 7 )， (10.1) 
其 中 a 是 任意 常数 ,k 是 蚂 数 的 次 数 . z 
我 们 引入 变换 ,使 坐标 都 变 为 a 倍 ,时 间 变 为 8 倍 ; 
Fr -07 ， 7 太 . 
这 时 所 有 速度 w = dr,/dt 变 为 a/8 倍 , 动 能 变 为 "18 倍 ,势能 变 为 w 倍 .如 果 
a 和 8B 满足 条 件 


即 
8= ol-M2 ， 
则 变换 的 结果 是 拉 格 朗 日 函数 乘 以 常数 w ,运动 方程 保持 不 变 . 

所 有 质点 的 坐标 改变 相同 的 倍数 ,意味 者 变换 前 后 的 运动 轨迹 几何 上 相似 ， 
仅仅 是 尺寸 不 同 .于 是 我 们 可 以 得 出 结论 ,如 采 势 能 是 坐标 ( 笛 卡 儿 坐 标 ) 的 上 
次 齐 次 函数 , 则 运动 方程 可 以 有 几何 相似 的 不 同 轨迹 ,并 且 ( 不 同 轨迹 上 的 相应 
扩 的 ) 运 动 时 间 满 足 关系 式 


/ 
其 中 2/ 是 两 个 轨迹 尺寸 之 比 . 除 了 时 间 以 外 ,在 相应 时 刻 不 同 运动 轨迹 上 相 
应 点 的 任何 力学 量 之 间 的 关系 ,都 可 以 用 1 /i 表示 .对 于 速度 、 能 量 和 动量 矩 有 
/ 2 \ ki2 ’ / / + 1+ki2 
下 

下 面 举 几 个 例子 . 

我 们 在 后 面 章节 中 将 会 讲 到 ,在 微 振 动情 况 下 势能 是 坐标 的 二 次 函数 (&= 
2). 由 (10.2) 可 知 振动 周期 与 振幅 无 关 . 

在 均匀 力 场 中 势能 是 坐标 的 线性 函数 (参见 (5.8)), 即 有 =1. 由 (10.2) 得 

t” 三 


7 -rr ,1-&ki2 
=| ， (10 .2) 


L 
由 此 可 知 ,对 于 重力 场 中 的 上 自由 落体 ,下 落 时 间 的 平方 之 比 等 于 下 落 高 度 之 比 . 
对 于 两 个 质点 之 间 的 牛顿 引力 或 者 两 个 电荷 之 间 的 库仑 力 ,势能 都 是 与 两 
点 间距 离 成 反比 , 即 &= -1. 这 时 
tf” /LN 
an 
并 由 此 得 出 结论 :轨道 运动 周期 的 平方 与 轨道 尺寸 的 立方 成 正比 (这 个 结论 称 为 
开 普 勒 第 三 定律 ). 
如 有 果 力 学 系统 在 有 限 空间 中 运动 ,势能 是 坐标 的 齐 次 世 数 , 则 动能 和 势能 的 
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时 间 平 均值 存在 非常 简单 的 关系 ,这 个 关系 式 称 为 位 力 定理 . 
因为 动能 是 速度 的 二 次 也 数 ,根据 欧 拉 齐 次 耳 数 定理 有 


9 
> VU, 一 2 了 ， 
友 Us 


或 者 利用 2T/9w, = p, 写成 
2 人 = >ip, v, = 在 Dp .7 一 2 (10.4) 
我 们 下 面 将 这 个 等 式 对 时 间 平 均 ， 汞 数 f(1) 对 时 间 平 均 是 指 
z f= lim 三 | f(ar. 
容易 看 出 ,如果 函 数 F(z) 是 某 个 有 限 丽 数 ( 即 不 会 取 值 为 无 穷 ) F(z) 对 时 


闻 的 全 导数 , 则 f(z) 对 时 间 平 均等 于 零 .事实 上 ， 


7 = 加 上 Eat = hing RD = £00) 


假设 系统 在 有 限 空间 中 以 有 限 速 度 运 动 , 则 > " +r。 是 有 限 的 ,等 式 


(10.4) 右 端 第 一 项 对 时 间 平 均等 于 零 . 根 据 牛 顿 方程 ,将 等 式 (10.4) 右 端 第 一 
中 p, 替换 为 -3U/r ,可 得 名 


= 0. 





2T = Sr, (10.5) 
如 果 势 能 是 所 有 径 矢 r 的 & 次 齐 次 函数 , 则 根据 欧 拉 定理 ,等 式 (10.5) 变 为 
2T=kU. (10.6) 
由 于 工 + 口 = 玉 = 玉 ,可 以 将 等 式 (10.6) 等 价 地 写成 
= 2 = Ek 
U= ra; 二 让， (10 .7) 


这 两 个 公式 将 U 和 本 用 能 量 表示 出 来 . 
对 于 &=2 的 特殊 情况 有 
T=U, 
即 动能 和 势能 对 时 间 平 均 相 等 .对 于 牛顿 引力 (k= -1) 有 
2T=—U. 
这 时 EE= 一 工 表 明 , 只 有 在 能 量 为 负 值 情况 下 ,在 这 种 引力 作用 下 的 运动 才能 
在 有 限 的 空间 区 域内 (参见 § 15). 


习 题 
习题 1 质量 不 同 势能 相同 的 质点 沿 着 相同 轨迹 运动 ,它们 的 运动 时 间 满 


全 等 式 (10 .5) 右 端 表达 趟 有 时 也 称 为 系统 的 位 力 ， 
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足 什 么 关系 ? 
答案 : 


习题 2 势能 来 以 一 个 常数 后 , 沿 着 相同 轨迹 运动 的 时 间 有 什么 变化 ? 
答案 : 





暴 
再 


章 
运动 方程 的 积分 


$11 一 维 运动 
一 个 自由 度 系统 的 运动 称 为 一 维 运 动 . 若 系统 处 于 定常 外 部 条 件 下 , 拉 格 朗 
日 函数 的 一 般 形 式 为 


L = 于 4a(g) 人 2 U(g), (11.1) 
其 中 a(g) 是 广义 坐标 g 的 函数 .如 果 vc 为 笛 卡 儿 坐 标 ( 我 们 就 取 为 xz ), 则 
mE U(r). (11.2) 


2 
相应 于 这 个 拉 格 朗 日 浮 数 的 运动 方程 可 以 积分 成 一 般 形式 .这 时 其 至 没 必 
要 给 出 运动 方程 本 身 ,可 以 直接 由 方程 的 第 一 积分 一 一 能 量 守 恒定 律 给 出 .于 
是 ,对 于 拉 格 关 日 函数 (11.2) 有 


*2 


这 是 一 阶 微分 方程 ,可 以 通过 分 离 变 量 积分 出 来 : 


dz 
/ZE- U(z)]， 
进而 得 到 
- /mI de cons 
t -3| 直 革 j= onst. (11.3) 
这 里 能 量 五 和 const 是 积分 常数 . 
由 于 动能 实际 上 是 正 值 ,运动 中 能 量 总 是 大 于 势能 , 即 运动 只 能 发 生 在 
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U(x)<E 的 空间 区 域 . 
例如 ,函数 U(z) 的 形式 如 图 6 所 示 . 在 图 中 画 出 相应 于 给 定 能 量 的 水 平 直 
线 ,立即 可 以 得 到 可 能 的 运动 区 域 , 即 图 6 中 AB 之 间 和 C 右 侧 的 区 域 . 





势能 等 于 能 量 的 点 确定 了 运动 边界 : 
U(x)=E. (11.4) 
由 于 在 这 些 点 速度 为 零 , 故 称 之 为 停 沿 点 .如 果 运 动 区 域 由 两 个 停滞 点 限定 , 则 
运动 发 生 在 有 限 的 空间 区 域内 , 称 为 有 限 运 动 . 如果 运动 区 域 不 受 限制 或 者 只 有 
单 面 限制 , 则 运动 是 无 限 的 ,质点 可 以 运动 到 无 穷 远 处 , 称 为 无 限 运 动 . 
一 维 有 限 运 动 是 振动 ,质点 在 两 个 边界 之 间 往 复 运 动 (在 图 6 的 点 zi 和 zx， 
之 间 的 势能 阱 中 ). 根 据 时 间 的 可 道 性 (参见 第 8 页 ), 从 zi 到 xz, 的 运动 时 间 等 
于 从 zs, 到 zi 的 时 间 . 所 以 ,振动 周期 (从 zi 运动 到 x, 并 返回 的 时 间 ) 等 于 从 
zl 到 zx, 运动 时 间 的 两 倍 ,根据 (11.3) 有 


rs,(E) dz 
T(E) 一 AAA 5 VE Dy (11.5) 


积分 上 下 限 是 给 定 E 的 方程 (11.4) 的 根 .这 个 公式 给 出 了 振动 周期 对 能 量 的 依 
赖 关系 . 
习 是 
习题 1 试 求 平面 单 摆 ( 质 量 为 办, 摆 长 为 了, 在 重力 场 中 运动 ) 振 动 周 期 对 
解 : 单 摆 的 能 量 为 


ml” 人 
= 





— mglcosp = — mglcosgpo, 


其 中 p 为 绳 与 竖 直方 向 夹 角 , gp。 是 最 大 摆 角 .周期 等 于 gg 从 零 到 gp。 运动 时 间 
的 4 倍 : 
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四 Lf dp 加 lf do 
T=4 ;| | 一 一 “一 一， 
28Jo vy/ cosOD 一 cospo 8 J0 sin (po/2) — sin (oj2 ) 


令 sin( /2)/sin( po/2)=sin&, 上 面积 分 写成 
T=4, CK (sin PF )， 


dé 
K(k) = 
「 V1—k’sin gt 


称 为 第 一 类 椭圆 积分 . 当 sin(po/12)spo12<<1( 微 振动 ) 时 ,展开 函数 K(k) 可 得 


] 1 
T=2r 二 (1+ + 站 


这 个 展开 式 的 第 一 项 就 是 大 家 都 知 道 的 基本 公式 
习题 2 试 求 质量 为 m 的 质点 振动 周期 对 能 量 的 依赖 关系 ,其 中 质点 所 处 
力 场 的 势能 为 
a. U=A|z|". 
解 : 


其 中 


(ElAY! dx 2 VE —1/2 
一 2 /7 -站 人 一 
"|, 了 一 Ar LA 7 
令 多 =& 这 个 积分 式 化 为 用 了 下 函数 表示 的 也- 欧 拉 积 分 
2V2r7PRCL nz) 


一 EY -12 
四 nA™T(1/n +1/2) 


三 对 五 的 依赖 关系 符合 力学 相似 律 (10.2) 和 (10.3). 





b. U= - Ulcosh’ ar, — U,<E<O0O. 
答案 : 
TTY 2m 
、 av | 五 | 
c. U= U,tan’ az 
答案 : 
T= TV2m 
人 所 十 U, 


$ 12 根据 振动 周期 确定 势能 


现在 我 们 研究 如 何 根 据 振动 周期 下 对 能 量 EE 的 依赖 关系 来 确定 势能 的 形 
式 U(z). 从 数学 的 观点 看 ,这 是 求解 积分 方程 (11.5), 其 中 U(z) 是 未 知 函数 ， 
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而 T( 瓦 ) 是 已 知 函 数 . 

我 们 先 不 考虑 积分 方程 解 存 在 的 可 能 性 问题 ,假定 所 求 范 数 U(xz) 在 所 研 
究 的 空间 区 域内 上 只 有 一 个 极 小 值 .为 了 方便 起 见 ,我 们 假设 势能 极 小 值 等 于 零 ， 
并 将 坐标 原点 选 在 势能 极 小 值 处 (图 7). 





对 积分 (11.5) 做 变换 ,将 坐标 x 当 作 的 函数 . 函数 z( 口 ) 是 双 值 的 , 即 每 
个 U 对 应 zx 两 个 不 同 的 值 .用 dU 代替 dz ,积分 (11.5) 变 为 两 个 积分 之 和 : 


从 工 = xz! 到 z=0 的 积分 ,从 z=0 到 过 =z， 的 积分 .我 们 在 这 两 个 区 域 写 出 z 
对 U 的 依赖 关系 x=x,(U) 和 z= x,(U). : 
显然 ,对 U 积分 的 上 下 限 分 别 为 正和 0, 于 是 有 


T(E) = van| dzr,(U) dU + van| dzi(U) dU 























dU VE-U dU VE-U 
=- Vin| (2 -| 0. 


将 这 个 等 式 两 边 除 以 V a -五 ,其 中 a 是 参数 ,然后 对 五 从 零 到 a 积分 : 
* T(E)dE -Vaz [| (0 - a ) dUdE 














o Va EE dU (a—- EY)ME—- UU) 
或 者 改变 积分 顺序 写成 
TCE)dE dra CU) dzi(U) 。 dE 
| 国人 io|, ye 


对 1 E 全 人 r. 然 后 对 U 积分 可 得 
,2 - nV2mlz(a)— ri(a)] 
(计算 中 已 考虑 到 x,(0) = x1(0)=0). 将 a 替换 为 U ,最 终 得 
1 [ T(E)dE 


于 (12.1) 


x U)- ri(U) = 





2140 
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因此 ,由 函数 了 (五 ) 可 以 确定 z,(U) 一 x1(0), 但 函数 zx,(U) 和 xz,(U) 
本 身 却 无 法 确定 .这 就 是 说 ,相应 于 给 定 的 周期 对 能 量 的 依赖 关系 ,存在 无 究 
多 条 曲线 U = U(xz), 这 些 曲 线 之 间 的 差别 不 改变 同一 个 U 对 应 的 两 个 
之 差 . 

如 果 要 求 曲 线 U= U(xz) 关 于 纵 坐 标 对 称 , 即 

xr,(U)= -xi(U)=zr(U), 

则 不 存在 解 的 多 值 性 问题 .这 时 公式 (12.1) 给 出 U(z) 的 单 值 表达 式 : 
1 " T(E)dE 


”VD 


(12.2) 





$13 折合 质量 


由 两 个 相互 作用 的 质点 组 成 系统 的 运动 ,是 非常 重要 的 问题 (二 体 问 题 ) , 存 
在 一 般 形式 的 通 解 . 

作为 求解 问题 的 第 一 步 ,我 们 将 证 明 ,如 果 系 统 的 运动 分 解 为 质心 运动 和 相 
对 质心 的 运动 , 则 问题 会 大 大 简化 . 

相互 作用 的 两 个 质点 的 势能 仅 依赖 于 它们 之 间 的 距离 , 即 依赖 于 它们 径 矢 
差 的 绝对 值 .所 以 拉 格 朗 日 函数 为 


.2 :2 
mr m,r2 


+t U(r -rl). (13.1) 





引入 两 点 相对 位 置 矢量 
r=ri—r,, 
并 将 坐标 原点 置 于 质心 处 , 即 


mrit+ mr,=0. 











从 这 两 个 等 式 可 以 求 出 
m1" i (13.2) 
将 这 些 表达 式 代 入 (13.1) 可 得 
L= 2 U(r), (13.3) 
其 中 
m= (13.4) 





称 为 折合 质量 .函数 (13.3) 形 式 上 等 同 于 一 个 质点 的 拉 格 朗 日 函数 ,该 质点 的 质 
量 为 m ,在 势能 为 U(r) 的 对 坐标 原点 对 称 的 场 中 运动 . 
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因此 ,二 体 问题 归结 为 一 个 质量 为 m 的 质点 在 给 定 外 场 U(r) 中 的 运动 . 
利用 公式 (11. 2 ) ， 质点 mi 和 717 2 的 轨迹 广 1 m4 和 和 rT 避风 由 7 一 
r(z) 求 出 来 . 

习 题 

习题 ”质点 系 由 一 个 质量 为 M 的 质点 和 nn 个 质量 为 m 的 质点 组 成 . 试 消 
去 质心 运动 并 将 该 质点 系 的 运动 化 为 n 体 问 题 . z : : 

解 : 设 R 是 质点 M 的 径 矢 , R,(a = 二 1,2,…,n) 分 别 是 质量 为 m 的 各 个 质 
点 的 径 秋 .引入 质点 M 到 质点 mm 的 径 夭 

r, 三 下 


a 


_R, 
并 将 坐标 原点 置 于 质心 处 , 即 
MR = mR, =0. 
从 这 两 个 等 式 可 以 求 出 | 
到 = 2 R= R+ir,, 
其 中 = M+ 加 .将 这 些 表达 式 代入 拉 格 妥 日 函数 


R m < 2 .x 
十 7 2R. 一 U(r), 


1 = 





2 2 
其 中 vw 寺 f,. : 
势能 仅 依赖 于 质点 之 间 的 距离 ,可 以 看 作 是 了 的 函数 ， 
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二 体 问题 可 以 归结 为 一 个 质点 的 运动 ,我们 仅 需要 研究 质点 在 外 场 中 的 运 
动 ,这 个 外 场 的 势能 仅 依赖 于 到 给 定点 的 距离 , 称 为 有 心力 场 .作用 在 质点 上 的 
力 


_ 9U(r)_ dUr 
Par dr 


的 大 小 仅 依赖 于 ~ ,方向 沿 着 质点 的 径 矢 . 
在 § 9 已 经 证 明 , 在 有 心力 场 内 的 运动 对 场 中 心 的 动量 失守 恒 . 对 于 一 个 质 
点 ,这 个 动量 矩 就 是 


LL 





M=rxp. 
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由 于 M 和 7 相互 垂直 , M 不 变 就 意味 着 在 运动 过 程 中 质点 的 径 矢 总 是 位 
于 一 个 平面 内 ,该 平面 垂直 于 M. 

因此 质点 在 有 心力 场 内 运动 的 整 条 轨迹 都 位 于 一 个 平面 内 .引入 极 坐 标 +， 
p, 写 出 拉 格 朗 日 函数 (参见 (4.6)) 


三 = 林 (天 十 普 9 )- U(r). (14.1) 


这 个 聘 数 不 显 含 坐标 yp. 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 的 广义 坐标 称 为 循环 坐标 . 根 
据 拉 格 于 日 方程 ,对 于 循环 坐标 有 


dr -39L -0 
di9g, 9g, ’ 
即 相 应 的 广义 动量 p, =9L/39; 是 运动 积分 .这 将 在 存在 循环 坐标 情况 下 大 大 
简化 运动 方程 的 积分 . 
广义 动量 
ps=mr’ 9 
就 是 动量 矩 M. = M (参见 (9.8)) ,因此 我 们 又 回 到 了 熟知 的 动量 矩 守恒 定律 
AM = mr” $= const. (14 .2) 


可 以 给 出 质点 在 有 心力 场 内 平面 运动 的 几何 解释 .无 限 接近 的 两 个 径 矢 和 
轨迹 弧 长 微 元 围 成 的 扇形 面积 (图 8) 等 于 (1/2)r.rde ,将 它 表示 为 df. 质点 的 
动量 矩 可 以 写成 

M=2mf, (14.3) 
其 中 f 称 为 扁 形 速度 .所 以 动量 矩 守恒 意味 着 扇形 速度 为 常数 , 即 在 相同 时 间 
内 质点 径 矢 扫 过 的 相同 的 面积 ( 开 普 勒 第 二 定律 )Q@. 





图 8 


从 能 量 和 动量 矩 守 恒 出 发 ,无 需 写 成 运动 方程 ,就 可 以 很 容易 地 完全 解决 质 


QD ”在 有 心力 场 内 运动 质点 动量 矩 守恒 定律 有 时 也 被 称 为 面积 积分 ， 
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点 在 有 心力 场 中 的 运动 问题 .利用 (14.2) 用 M 表示 9? , 代 和 人 能 量 
M” 


"2 
m 











E=3 (7 +r 9) + U(r) -+t U(r). (14.4) 
由 此 可 得 
:全 = SE- U(r)]- es, (14.5) 
分 离 变量 并 积分 得 
t =| dr 二 十 Const. (14.6) 
2[E- U(r)]- - 闻 - 
将 (14.2) 写 成 
9 二 dt 
从 (14.5) 求 出 dt 代入 上 式 并 积分 得 
(Mir’)dr 


0 二 | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 const . (14.7) 
V2m[lE- U(r)]- Mi/r 


公式 (14.6) 和 (14.7) 给 出 了 问题 的 一 般 形 式 的 通 解 .公式 (14.7) 给 出 了 > 
和 ow 的 关系 , 即 轨迹 方程 ,而 公式 (14.6) 给 出 了 质点 到 中 心 距 离 x 随时 间 变 化 
的 隐 函 数 .由 公式 (14.2) 可 知 2 的 符号 不 会 改变 ,因此 p 总 是 随时 间 单 调 变化 . 

公式 (14.4) 表 明 , 径 向 运动 可 以 看 作 是 在 某 个 场 中 的 一 维 运动 ,该 场 的 “等 

效 势能 为 
Ur 一 U(r) 十 -ML . 

其 中 M”/(2mr ) 称 为 离心 势能 .从 
U(r) + =E : (14.9) 


中 求 出 的 > 给 出 了 运动 区 域 边界 到 中 心 的 距离 .等 式 (14.9) 成 立时 径 辣 速度 7 
等 于 零 .但 这 不 能 说 明 质 点 (在 真实 一 维 运动 中 ) 静 止 , 这 是 因为 角速度 2 不 为 
零 .等 式 >=0 表示 轨迹 的 “转折 点 ” ,函数 r(z) 在 这 个 点 从 增加 变 为 减 小 或 者 相 
肥 . 

如 果 r 的 变化 区 域 只 受 r 宇 7 的 限制 , 则 运动 是 无 限 的 ,轨迹 可 以 延伸 到 

如 果 > 的 变化 区 域 有 两 个 边界 x, 和 x, , 则 运动 是 有 限 的 , 整 条 轨迹 位 于 
r 二 rma 和 二 rmx 确定 的 环形 区 域内 .然而 ,这 不 能 说 明 轨 迹 是 封闭 曲线 .根据 
(14.7), 随 着 时 间 的 变化 ,r 从 ro 到 rw ,然后 再 到 xr,,, , 径 矢 转 过 的 角度 Ap 等 
于 


(14.8) 
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“max (Mi/r’)dr 
‘0 rE i 
轨迹 封闭 的 条 件 是 这 个 转角 等 于 2x 的 有 理 数 倍 , 即 Ap=2r7j/a ,其 中 7， 
n 契 整 数 .那么 质点 径 矢 经 过 n 个 这 样 的 运动 周期 ,转动 圈 后 , 回 到 初始 位 
置 , 即 轨迹 封闭 . 
然而 这 是 很 特殊 的 情况 ,对 于 任意 形式 U(r), 角 Ap 不 等 于 2x 的 有 理 数 
倍 . 因 此 一 般 情况 下 运动 轨迹 不 是 封闭 的 .轨迹 无 穷 多 次 到 达 最 大 和 最 小 距离 ， 
最 终 将 两 个 边界 之 间 的 圆 环 充满 (图 9). 


(14.10) 





只 有 在 两 种 类 型 的 有 心力 场 中 的 运动 是 封闭 的 ,这 两 种 场 的 势能 与 上 或 者 


六 成 正比 .第 一 种 将 在 下 一 节 讨 论 ,第 二 种 相应 于 空间 振子 (参见 $23 习题 3). 
公式 (14.5)( 以 及 公式 (14.6) 和 (14.7)) 中 平方 根 在 转折 点 改变 符号 .如 果 
角 p 从 指向 转折 点 的 径 矢 方向 算 起 , 则 在 连接 该 点 的 两 段 轨 迹 上 ,相同 的 + 对 
应 的 p 只 是 符号 不 同 .就 是 说 ,轨迹 相对 转折 点 径 矢 方向 是 对 称 的 .比如 ,我 们 从 
某 个 >= ru 点 开始 , 走 一 段 轨 迹 到 达 r= > ， 点 ,然后 走 一 段 对 称 的 轨迹 到 达 下 
一 个 r= rmx 点 , 依 此 类 推 , 即 整个 轨迹 可 以 通过 往复 重复 相同 的 轨迹 段 得 到 .对 
于 由 两 个 从 ”= rm 到 无 穷 远 的 对 称 分 支 组 成 的 无 限 轨迹 也 是 如 此 . 


当 r-~>0 时 ,离心 势能 (对 M 关 0 的 运动 ) 像 方 一 样 趋向 无 穷 大 ,因此 质点 通 


肖 不 可 能 通过 场 的 中 心 ,即使 场 本 身 具有 吸引 特性 也 是 如 此 .只 有 当 r+ 一 0 时 势 
能 足够 快速 地 趋向 -~ ,质点 才 可 能 “ 落 ” 到 场 的 中 心 . 由 不等式 


2 2 
人 M ,>0 


一 U(r) 37 
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或 者 
PU +M <Er 
2m 
可 知 ,r 可 能 趋 于 零 的 条 件 是 


FU < AM, (14.11) 
即 U(r) 应 该 趋向 - o ,或 者 像 一 号 { > 二 和 ) ,或 者 正比 于 一 二 (>2)， 


习 题 


习题 1 斌 积分 球面 摆 的 和 运动 方程 .球面 摆 是 指 质 量 为 m 的 质点 活着 半径 
为 ! 的 球面 在 重力 场 中 运动 . 
解 : 设 球 坐 标 系 原点 位 于 球 心 , 极 轴 竖 直 向 下 , 则 质点 的 拉 格 朗 日 函数 为 


2 
L= (8 + o'sin 0)+ mglcos0. 


显然 p 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 ps 守恒: 





ml” psin 0= M, = const. (1) 
能 量 
ml ,2» .2., ml 60’ AM- 
一 十 一 二 下 一 
FE (0° + ow’ sin 0)— mglcosO 7 mglcos0. (2) 
由 此 求 出 0 并 分 离 变 量 , 得 
—z[E 和 Ul 0)] 
mt 
其 中 等 效 势 能 为 
2 
U4(0)=— . 
(0) FT megl cosg 
利用 (1) 求 出 


-人 |- (4) 
lV2m sin20 /正二 DUO 


积分 (3) 和 (4) 分 别 是 第 一 类 和 第 三 类 椭圆 积分 . 

角 0 的 运动 区 域 由 条 件 五 > Us 确定 ,而 其 边界 由 方程 巨 = Un 确定 .这 是 
cos0 的 三 次 方程 ,在 一 1 和 十 1 之 间 有 两 个 根 , 它 们 对 应 于 球面 上 的 两 个 平行 
园 , 整 条 轨迹 都 位 于 这 两 个 加 之 间 . 

习题 2 在 重力 场 中 质点 沿 着 圆锥 运动 ,圆锥 顶 角 为 2a , 紧 直 放置 ,顶点 向 
下 . 试 积分 该 质点 的 运动 方程 . 
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解 : 设 球 坐 标 原 点 位 于 圆锥 项 点 ， 极 轴 紧 直 同 上 , 则 拉 格 朗 日 函数 为 
L = 了 (7 +r’ 9 sin a)— mgrcosa. 


显然 gp 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 

M,= mr” osin a. 
守恒 .能 量 为 

72 2 


十 一 一 一 一 一 十 Mar COSA. 
2mr’ sin a 


= 





7 
利用 与 习题 1 同样 的 方法 求 出 
_ | 一 一 一 
/SIE U(r)] 

PR 


M, 
p = Z| EE 款 写 二 
M, 
2 mr sin a 
条 件 瓦 = U(r) 是 cos9 的 三 次 方程 ( 当 M. 天 0 时 ), 有 两 个 正 根 , 它 们 确定 锥 面 
上 的 两 个 水 平 圆 , 整 条 轨迹 都 位 于 这 两 个 圆 之 间 . 

习题 3 试 积 分 平面 摆 的 运动 方程 , 摆 的 悬挂 点 质量 为 m1, 可 以 沿 着 水 平 
方向 运动 ( 见 图 2). 

解 :在 $5 习题 2 中 已 求 出 拉 格 朗 日 函数 。 工 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 
P, 守恒 , 即 系统 的 水 平 动量 守恒 : 


中 


U(r)= 


+ mgercosa. 


P,=(mt+m,)zr+ ml peosq= const. (1) 
可 以 认为 系统 整体 静止 , 即 const 二 0, 积 分 方程 (1 ) 可 得 
(mit+ m2)zx+ mlsing= const, (2) 


这 表示 系统 质心 在 水 平方 向 上 静止 .利用 (1), 能 量 可 以 写成 


_ mal | 2 )- 
二 一 了 一 mtm 多 m, &Lcoso ， (3 ) 


，- mm» m1 十 mzsin 9 j 
AN 207ai IE es 了 
利用 (2), 将 mm, 的 坐标 zy = 二 ++ lsing ,ys 二 lcosg 用 g 表示 出 来 ,可 以 求 出 


这 个 质点 的 轨迹 .这 是 水 平 轴 为 Imi/(m, + m,) 竖 直 轴 为 1 的 精 国 的 一 部 分 . 当 
jco 时 ,就 变 为 通常 的 沿 着 一 段 国 缴 运动 的 单 摆 ， 


由 此 可 得 





§ 15 普 勒 问题 。 35 ， 


$15 开 普 勒 问题 


势能 与 > 成 反比 是 有 心力 场 的 最 重要 情况 ,相应 的 力 与 x* 成 反比 .牛顿 引 
力 场 和 库仑 电场 都 属于 这 种 情况 ,第 一 种 是 引力 场 ,第 二 种 可 以 是 引力 场 也 可 以 
是 斤 力 场 . 
我 们 首先 研究 引力 场 , 设 
U= ~ alr, (15.1) 
其 中 a 是 正 数 “等 效 " 势 能 
aa AM 
Ua 7 
的 曲线 如 图 10 所 示 , 当 r->0 时 趋 于 + ce , 当 一 co 时 从 负 方 向 趋 于 零 , 当 >= 
M jma 时 取 极 小 值 





(15.2) 





(15.3) 


由 曲线 显而易见 , 当 瓦 >0 时 质点 运动 是 无 限 
的 ,下 <0 时 运动 是 有 限 的 . 

根据 公式 (14.7) 可 得 轨迹 形状 .代入 U = 
- afjr 并 积分 可 得 


Ue 


Mi/r— malM 


9 二 ATCCOS 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 COnst. 
V2mE+m’ a /M’ 
选择 o 的 起 始 位 置 使 得 const=0, 并 引入 记号 O 
2 2 
p= e = 1+ 2M, (15.4) 
ma 


3 
na 


轨迹 方程 可 以 重新 写成 





plr=1+ecosg. (15.5) 
这 和 古 焦 点 位 于 坐标 原点 的 圆锥 曲线 方程 ,和 e 分 别称 为 轨道 的 参数 和 偏心 率 . 
由 (15.5) 可 以 看 出 ,这 样 选择 gp 的 起 始 位 置 ,就 是 使 pg =0 的 点 离 中 心 最 近 ( 称 
该 点 为 轨道 近 心 点 ). 
在 等 价 的 二 体 问 题 中 ,两 质点 按 (1$.1) 相 互 作用 ,每 个 质点 的 轨道 都 是 圆锥 
曲线 ,其 焦点 位 于 系统 的 公共 质心 处 . 
由 (15.4) 可 知 , 当 <0 时 e<1, 即 轨道 为 椭圆 (图 11) ,运动 是 有 限 的 . 根 
据 已 知 的 解析 几何 公式 ,椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 为 
[#4 M 
a = ET rn (15.6) 
能 量 的 最 小 值 对 应 于 (15.3) ,这 时 。=0, 即 椭圆 变 为 圆 .需要 指出 ,椭圆 的 











” 36 ， 第 三 章 ”运动 方程 的 积分 





半 长 轴 仅 仅 依赖 于 质点 的 能 量 ( 而 与 动量 矩 无 关 ) ,到 场 中 心 (椭圆 焦点 ) 的 最 小 
和 最 大 距离 等 于 








run = TH =a(l-e), ro = T= al+te). (15.7) 
当然 这 两 个 表达 式 (a 由 (15.6) 确 定 ,e 由 (15.4) 确 定 ) 可 以 直接 从 方程 Uw = 下 


求 根 得 到 . 
根据 “面积 积分 "形式 (14.3) 的 动量 矩 守恒 ,可 得 质点 沿 着 椭圆 运动 时 间 , 即 
运动 周期 下. 对 时 间 从 零 到 了 积分 这 个 等 式 ,可 得 
2mf= 了 M ， 
其 中 f 是 轨道 面积 .对 于 椭圆 f= xab ,根据 (15.6) 得 


T=2ra /二 一 ra TET (15.8) 


在 $ 10 已 经 指出 ,周期 平方 正比 于 轨道 尺寸 立方 . 
还 需 指出 ,周期 仅仅 依赖 于 质点 的 能 量 . 

当 EE 之 0 时 运动 是 无 限 的 .如 果 五 >0 则 偏心 
率 e>1, 即 轨迹 是 绕 过 场 中 心 (焦点 ) 的 双 曲 线 ,如 
图 12 所 示 . 近 心 点 到 中 心 的 距离 














-~_p 
rm 1 十 (15.9) 
其 中 
了 了 _a 
“ ei-1 23E 
是 双 曲 线 的 “ 半 轴 ”. 图 12 


在 玉 =0 和 情况 下 偏心 率 e=1, 即 质点 沿 着 近 心 点 距离 为 rm = p/2 的 抛物 
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线 运动 .如 条 质 点 目 无 穷 远 处 从 静止 开始 运动 ,就 会 出 现 这 种 情况 ， 

质点 沿 着 轨道 运动 时 ,坐标 对 时 间 的 依赖 关系 可 以 利用 (14.6) 得 到 . 它 可 以 
用 下 面 方式 表示 成 参数 形式 . 

首先 研究 椭圆 轨道 .根据 (15.4) 和 (15.6) 引 入 a 和 e ,公式 (14.6) 可 以 写成 


;= | | 天 一 全 一 一 
Nr a J aie (ra) 
IE!|! 2m1|lEkEl| 


利用 变换 
广 一 Q@ 二 一 Qecos&E， 


这 个 积分 写成 


3 3 
t = ,| — |a 一 ecosE)de = (E 一 esin&€) + const. 


选择 时 间 起 点 使 得 const=0 ,最终 可 得 > 依赖 于 : 的 参数 方程 : 








nm a 


r=a(l- ecosé), t=,/——(é- esiné) (15.10) 


(在 1=0 时刻 质点 位 于 近 心 点 ) .用 参数 s 还 可 以 表示 出 质 所 的 第 卡 儿 坐标 x = 
rcosp,y 二 rsinp(x 轴 和 yy 轴 分 别 沿 着 半 长 轴 和 半 短 轴 ). 由 (15.5) 和 (15.10) 
有 
ex=p-r=a(l—-e )—-a(l~ ecosé)= ae(cost ~ e), 
再 利用 y=vV rvr 一 x 求 出 y. 最 终 可 得 : 
T=a(lcost -~e), y=av1-e’ siné. (15.11) 

沿 着 轨道 运动 一 整 圈 对 应 着 参数 & 从 零 到 2x. 

对 于 双 曲 线 ,完全 类 似 地 计算 可 得 


ra(ecosht€—1), t= ma’ ja(esinhe 一 上 <)， 


X=a(e—-coshé), y=a Ve’ ~ 1sinhé, (15.12) 
其 中 参数 & 取 值 范围 人 一 到 + co. 
下 面 研究 相 斥 场 中 的 运动 ,势能 为 





U= 一 (15.13) 
(a >0). 这 种 情况 下 , 当 > 从 零 到 oo 时 ,等 效 势 能 
AM 
LU su = a 


从 + co 单调 减少 到 零 . 质 点 能 量 只 能 是 正 的 ,运动 总 是 无 限 的 .完全 像 上 面 一 样 
计算 可 知 ,轨迹 是 双 曲 线 
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三 = 一 1+ecosg (15.14) 
(p 和 e 由 公式 (15.4) 确 定 ), 如 图 13 所 示 . 近 心 点 距离 为 
ren = Lalet1). (15.15) 
轨迹 参数 方程 为 


rr 一 aa(ecoshEe+1l)，L=V7z2o jaf(esinheTey， 
x=a(e+cosh£), y=a Ve -1sinhé. 
(15.16) 
在 本 节 的 最 后 我 们 来 证 明 , 在 有 心力 场 U = 
ajr(a 的 符号 任意 ) 内 的 运动 有 其 特有 的 运动 积 
分 .很 容易 直接 计算 验证 : 图 13 
v x M+ 一 = const. (15.17) 
事实 上 ,上 式 对 时 间 的 全 导数 等 于 


了 XM+S 一 
- 





ar(v "rr) 
将 M = mr Xx w 代入 后 得 


mr(v od)— mvu(r'd)+ 一 arlv 7) 





再 根据 运动 方程 m 多 = ar/r 可 知 上 面 表达 式 等 于 零 . 守 恒 矢 量 (1$.17) 的 方向 
沿 着 半 长 轴 从 焦点 指 回 近 心 点 ,其 大 小 等 于 we. 这 很 容易 通过 计算 该 矢量 在 近 
心 点 的 值 来 验证 . 

需要 着 重 指出 ,运动 积分 (15.17) 像 积分 M 和 E 一样 ,是 质点 状态 (位 置 和 
速度 ) 的 单 值 旺 数 .在 $50 我 们 将 发 现 , 这 个 附加 的 单 值 积分 的 出 现 与 运动 退化 
有 关 . 


习 题 


习题 1 质点 在 场 UU= - ajr 内 运动 ,能 量 尺 =0( 沿 着 抛物 线 运 动 ), 试 求 
质点 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 . 
解 : 对 积分 


做 变换 
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;tt 
可 得 如 下 参数 方程 : 
r= 人 (+ )， := (+ 要 + 多 (1- 7 ), y=p7. 
参数 ， 取 值 范围 为 - co 到 + oo， 
习题 2 质点 在 有 心力 场 U= 一 互 ,(a>0) 内 运动 ， 试 积分 运动 方程 ， 
解 :按照 公式 (14.6) 和 (14.7) ,对 w 和 + 的 计算 起 点 做 适当 选择 可 得 








a) 当 E>0,M >« 时 ， 
1 2mkFE Cos 1] _ ma 
r M’—2ma 7 M1 
2 
b) 当 开 >0,3<w 时 ， 
m 
工 2mbE sinh 2ma _] 
r 2ma— Me’ 7 MM l 
M 





在 这 三 种 情况 下 都 有 


在 情况 b) 和 c), 当 p 一 co 时 ,质点 沿 着 趋向 坐标 原点 的 轨迹 “ 落 向 "中 心 . 从 给 定 
的 距离 yr 开始 的 降落 时 间 等 于 


习题 3 在 势能 U= -aljr 上 增加 一 个 小 量 SU ,有 限 运动 的 轨迹 变 为 封闭 
的 ,并 且 每 运动 一 圈 轨 道 的 近 心 点 都 有 很 小 的 改变 量 69. 在 下 面 情况 下 求 Sop: 
a)8U= Blr’ ,b)SU= y/r’. 

解 : 当 > 从 ri 到 rw 再 重新 回 到 ri, 时 , 角 变 化 量 So 由 公式 (14.10) 给 出 . 
为 了 避免 虚假 发 散 , 将 公式 (14.10) 改 加 成 


口 “max M? 
2 Zvi | 2m(E 一 U) 一 dr 


代入 口 = 一 af/r+SU 并 将 被 积 式 按 5U 分 解 , 零 阶 项 为 2r, 一 阶 项 就 是 所 求 的 
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Go : 


2méeUdr 
-向 | | | ,78Udy), 


"2ml E+ 


其 中 对 的 积 分 变 为 沿 人 的 积分 
对 于 情况 a) ,公式 (1) 中 的 积分 是 很 寻常 的 ,得 


__2rBm _ 2xp 
?Map 


(Pp 是 无 扰 椭 图 (15.4) 的 和 参数). 在 情况 b) 中 8U=y/r, 由 (15.5) 求 出 1/r 代 


入 (1) 后 可 得 
Oxa m” 6x7 
3p= — 2 一 


RAT a 力 














$16 质点 分 裂 


利用 动量 守恒 和 能 量 守 恒定 律 可 以 得 到 一 系列 关于 各 种 力学 过 程 特性 的 结 
论 . 特 别 重要 的 是 ,这 些 性 质 完全 不 依赖 于 质点 间 具 体 的 相互 作用 形式 . 

首先 ,我们 研究 质点 "自动 〈 没 有 外 力作 用 ) 分 裂 成 两 个 “组 成 部 分 "的 问题 ， 
分 裂 后 两 个 质点 独立 运动 . 

在 质点 (分 裂 前 ) 静 止 的 参考 系 中 观察 这 个 过 程 是 最 简单 的 .根据 动量 守恒 
定律 ,分裂 后 两 个 质点 的 动量 之 和 仍 为 零 , 即 两 个 质点 的 动量 大 小 相等 方向 相 
反 . 动 量 的 大 小 (po) 可 以 由 能 量 守 恒定 律 
六 Pam + 
确定 ,其 中 m, 和 m, 是 两 个 质点 的 质量 ,Ei 和 Es 是 它们 的 内 能 ,而 E, 是 原 
来 (分 列 ) 质 点 的 初始 内 能 .用 es 表示 "分裂 能 ”, 即 

e= FE,— FE, - E,, (16.1) 
(显然 ,这 个 量 应 该 是 正 的 ,这 样 分 裂 才 可 能 发 生 ). 这 时 有 
+) 


ECO 一 一 一 一 一 -一 一 一 
Mi 77， 27 ” 


FE,=E, 十 








7 (16.2) 


由 此 确定 po(m 是 两 个 质点 的 折合 质量 ) ,两 个 质点 的 速度 分 别 为 vio = po/mi 
和 vo = pof mo, . 

下 面 我 们 换 一 个 参考 系 ,分 裂 前 质点 以 速度 Y 相对 该 参考 系 运动 .通常 称 
这 个 参考 系 为 实验 室 参 考 系 , 它 不 同 于 总 动量 等 于 零 的 质心 参考 系 . 设 w 和 wm 是 
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分 裂 后 一 个 质点 相对 实验 室 参考 系 和 质心 参考 系 的 速度 .利用 等 式 m = 了 
+ vo 或 者 vw -YY=mwm 可 得 

v + VV -2vVcos0= vi, (16.3) 
其 中 9 是 质点 相对 VV 方向 飞 出 的 角度 .这 个 方程 给 出 了 在 实验 室 参考 系 中 分 裂 
质点 速度 对 飞 出 方 同 的 依赖 关系 . 





(a) V< to (b) > vo 


图 14 借助 图 解法 给 出 了 这 个 关系 .点 A 距 圆心 的 距离 为 V ,速度 vw 矢量 从 
A 点 指向 半径 为 we 的 圆周 上 一 点 中 .图 14(a) 和 (b) 分 别 相应 于 了 < ze 和 六 > 
vo 的 情况 .第 一 种 情况 下 质点 可 以 任意 角度 6 飞 出 ,第 二 种 情况 下 质点 只 能 向 
前 飞 出 , 飞 出 角度 9 不 超过 下 式 给 出 的 0,,， 


sinOwox = 可 (16.4) 
(从 A 作 圆 的 切线 的 方向 ). 

在 实验 室 参 考 系 和 质心 参考 系 中 发 出 角 0 和 0。 的 关系 ,显然 也 可 以 由 图 解 
法 给 出 : 


Un sinOo 


tangl = 一 一 一 一 . 
vocosO0 十 V 


(16.5) 
求解 这 个 方程 可 得 


2 
cosg = - sin 0 + cosb | 1 — Trsin: 0. (16.6) 
0 0 


由 图 14(a) 可 以 看 出 , 当 v。>V 时 9 和 0 之 间 的 关系 是 单 值 的 .这 时 在 公 
式 (16.6) 中 根 号 前 面 取 “+ "号 (使 得 6=0 时 9,=0). 如 果 v,。<V,9 和 09, 之 间 
的 关系 不 是 单 值 的 :每 个 0 对 应 两 个 0, (图 14(b)), 它 们 相应 于 从 圆心 指向 B 或 


@ 确切 地 说 是 半径 为 vo 的 球 ,图 14 上 画 的 是 该 球 的 直径 截面 . 
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者 C 的 矢量 oo ,也 对 应 于 公式 (16.6) 中 根 号 前 两 个 符号 . 

在 物理 应 用 中 经 常 遇 到 的 分 裂 质点 不 是 一 个 ,而 是 很 多 个 ,这 就 产生 了 分 裂 
的 质点 按 方向 .能量 等 分 布 的 问题 .这 时 我 们 假设 ,原来 质点 在 空间 中 运动 方向 
是 混沌 的 , 即 在 平均 意义 下 是 各 向 同性 的 . 

在 质心 参考 系 中 这 个 问题 是 很 简单 的 :所 有 (相同 类 型 的 ) 分 裂 质 点 具有 相 
同 的 能 量 ,它们 飞 出 方向 分 布 是 各 向 同性 的 ,这 与 质点 运动 方向 混沌 假设 相关 . 
就 是 说 ,位 于 立体 角 微 元 dO。 中 飞行 的 质点 数 所 占 的 比例 正比 于 该 微 元 的 大 
小 , 即 等 于 dOu/4x. 代 人 d0u=2rsingodb 后 可 得 按 角 0 的 分 布 : 


FsinOo dO (16.7) 


在 实验 室 参考 系 中 的 分 布 可 以 通过 变换 得 到 .例如 ,我 们 来 确定 在 实验 室 参 

考 系 中 的 动能 分 布 .将 等 式 v = wv。+ VY 平方 得 
v= vo + V+2v, VeosO,, 

由 此 有 
d(v”) 
2voV 
引入 动能 工 = mv /2( 其 中 m 是 mi 或 者 mm, ,取决 于 我 们 研究 哪 类 分 裂 质点 ) 并 
代入 (16.7) 可 得 





dcos0, = 


dT 
2mvoV 
动能 的 取 值 范围 从 最 小 值 T,,, = (m/2)(w。 一 V)* 到 最 大 值 Ts= (mm/2)(vwo+t 
V) .在 这 个 区 段 内 质点 按照 (16.8) 均 匀 分 布 . 

在 质点 分 裂 成 多 于 两 个 部 分 时 ,动量 守恒 和 能 量 守恒 仍然 成 立 . 当然 ,分 裂 
质点 的 速度 和 方 回 会 有 更 大 的 任意 性 .特别 是 分 裂 质 点 在 质心 参考 系 中 的 能 量 
不 再 具有 确定 的 值 , 但 是 每 个 分 裂 质点 的 动能 存在 上 限 . 

为 了 确定 这 个 上 限 , 除 了 一 个 给 定 质 点 (质量 为 m, ) ,我 们 将 所 有 其 它 质点 
看 作 一 个 系统 ,其 内 能 用 五 .表示 .根据 (16.1) 和 (16.2) ,质点 mi 的 动能 等 于 

MA 
27111 M 
(M 是 原来 质点 的 质量 ). 显 然 , 当 E, 最 小 时 Ti, 取 最 大 值 .为 此 ,除了 mi 以 外 
所 有 其 它 分 裂 质 点 具有 相同 的 速度 ,那么 E,, 就 是 它们 的 内 能 之 和 ,而 EE 一 
Fi, 一 上 上 就 是 分 裂 能 .于 是 有 


(16.8) 





Tio SE (Es, — En — E,,) 


MD-— m 


( Tio ) max = M 





e. (16.9) 
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习 起 
习题 1 试 求 质点 分 裂 后 两 个 质点 飞 出 角 0, 和 9, 之 间 的 关系 (在 实验 室 
参考 系 中 ). 
解 :在 质心 参考 系 中 两 个 飞 出 角 满 足 关系 90 二 x 一 0. 将 0 简 记 为 0 ,对 
每 个 分 裂 质 点 利用 公式 (16.5) 可 得 
V+ Diocosou = iosingucotbi ， 
V ~ vcosOo = psingucottl . 
应 该 从 这 两 个 等 式 中 消去 0 .为 此 ,首先 从 中 求 出 sing 和 cosg ,然后 代入 
cos 9 + sin 00 二 1. 再 考 处 到 wj = msjmi ,利用 公式 (16.2) 可 得 


2e 认 
es 


习题 2 ” 试 求实 验 室 参考 系 中 分 裂 质 点 的 飞 出 方向 分 布 . 
解 : 当 uo>YV 时 将 (16.6) 代 入 (16.7) ,其 中 根 号 前 面 取 正 号 ,可 得 
4 Le g + 1+(V’/v)cos20 | 有 
2 vo V1-(V’/v)sin 0 WW 

当 vv 六 时 ,应 该 考虑 0 和 b 的 两 种 可 能 关系 . 当 0 增 大 时 ,与 之 对 应 的 
两 个 0。 中 有 一 个 也 增 大 , 另 一 个 则 减 小 ,因此 应 该 取 (16.6) 中 根 号 前 两 个 符号 
对 应 表达 式 之 差 ( 而 不 是 和 ), 来 计算 dcos0, .最 后 得 

2 2 

1+(V /vo)cos20 (0 用 6 妇 06， ). 
VI-( /on)sin26 
习题 3 试 求 在 实验 室 参 考 系 中 两 个 分 弄 质 点 飞 出 方向 之 间 夹 角 0 的 取 值 


Ty 。? Ml ~、 2 。 。 
一 sin 0 + 一 Sin 0, 一 2sin0lsin0,cos(0 + 0 ) = 
772 1 m2 


sinbdb 


范围 . 

解 ; 角 06 是 9 与 9, 之 和 (参见 习题 1), 角 0 和 0, 由 公式 (16.5) 确 定 .tan9 
的 计算 非常 简单 .研究 所 得 表达 式 的 极 值 可 以 给 出 9 的 可 能 取 值 范围 ,这 依赖 
于 ,vioy za 的 相对 值 ( 为 了 确定 性 ,我们 假设 vo > vi0): 

如 果 vo 之 V 达 vn, 则 0 之 0< 之 x， 

如果 V<vo, 则 x-90,<0<n， 

如 果 V>un, 则 0<6<6 ,其 中 6 满足 


V vio 十 v20 ) 


Simnl 三 一 一 
VY ”十 Vig U20 


$17 质点 弹性 碰撞 
如 果 两 个 质点 碰撞 不 改变 它们 的 内 部 状态 , 则 称 为 弹性 碰撞 .对 于 这 样 的 碰 
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撞 应 用 能 量 守 恒定 律 时 不 必 考 虑 内 能 . 

在 质心 参考 系 中 研究 碰撞 最 简单 . 像 上 节 一 样 ,我 们 用 下 标 0 表示 物理 量 在 
这 个 参考 系 中 的 值 .碰撞 前 两 个 质点 在 质心 参考 系 中 的 速度 与 实验 室 参 考 系 中 
v 和 vw， 的 关系 为 


71 2 mi 
V0 








Vio 一 
mi+m, 


其 中 v = wv 一 v，( 参 见 (13.2)). 

根据 动量 守 便 定律 ,碰撞 后 两 个 质点 动量 的 大 小 相等 方向 相反 ,又 根据 能 量 
守重 定律 ,它们 的 绝对 值 也 不 变 . 于 是 ,碰撞 的 结果 是 使 两 个 质点 在 质心 参考 系 
中 的 速度 方向 相反 大 小 不 变 . 如 果 用 单位 矢量 m 表示 碰撞 后 质点 m, 速度 方 
向 , 则 两 个 质点 碰撞 后 速度 (用 撤 号 表示 ) 为 


mi+i+m, 


vno, 0%0 = 一 一 于 vn . (17.1) 
为 了 变换 到 实验 室 参考 系 ,需要 在 这 些 表 达 式 中 增加 质心 速度 V .于 是 ,两 
个 质点 在 实验 室 参 考 系 中 的 碰撞 后 速度 为 


p= 7 ， jh mi vt mm Vv y= 772 1 mi vi m, vv, 
二 一 -一 一 一 一 ， 一 一- ~ -”  ” - 
1 11 十 7 111 十 717， 四 mit+m, " 





v1 
0 m+m, 








mi+nm, 
(17.2) 
利用 动量 和 能 量 守 恒定 律 只 能 得 到 这 些 关 于 碰撞 的 结论 .矢量 m 的 方向 
与 质点 之 间 相 互 作 用 规律 以 及 碰撞 时 的 相互 位 置 有 关 . 
对 于 上 述 结果 可 以 给 出 几何 解释 ,为 此 将 速度 变 为 动量 会 更 加 方便 .将 等 式 
(17.2) 分 别 乘 以 m, 和 ms 可 得 / 











二 + (p+p,) ”二 一 十 十 
Po muno mi Fm pi™v PP， P27 ~ muono mt mCP: p2)- 
(17.3) 
(m= 一早 二 -是 折合 质量 ). 如 图 15 所 示 , 作 半径 为 mw 的 圆 .如果 单位 矢量 
i 2 


no 沿 着 CE, 则 矢量 ACE 和 CB 分 别 给 出 动量 p' 和 p’ .在 给 
定 pi 和 时 , 圆 的 半径 不 变 ,A 和 B 点 的 位 置 也 不 变 , 而 
C 点 可 以 位 于 圆周 上 任何 位 置 . 





OC= mw, 
AB TCP1+ pz) 
mit+m, : 


一 一 > 十 
P72P: p2) 图 15 


mt+m, 
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AB = 方 1 ， 
AO/OB= mi|/m, 
我 们 研究 碰撞 前 有 一 个 质点 ( 设 为 m,) 静 止 的 情况 .这 种 情况 下 OB = 


一 一 pp, 的 长 度 与 半径 相等 , 即 B 点 在 圆周 上 .矢量 AB 等 于 磁 撞 前 第 一 个 质 


mi + m, 

点 的 动量 pi .点 4 位 于 圆 内 ( 当 mx, < ms, 时 ) 或 者 圆 外 ( 当 m, > m, 时 ). 相 应 
的 情况 如 图 16(a) 和 (b) 所 示 . 图 中 的 6 和 0, 是 碰撞 后 质点 偏离 撞击 方向 (pi 
方向 ) 的 角度 .图 中 圆心 角 X( 给 出 n。 的 方向 ) 是 第 一 个 质点 在 质心 参考 系 中 的 
伪 转 角 .由 图 中 可 见 , 角 0 和 2 可 以 用 X 表示 出 来 


0, = . (17.4) 





tan0 = 一 一 一 一 一 ， 
mi 十 m,cosX 





(a})mi < m, (b}mi> m, 
图 16 


我 们 还 可 以 用 xX 写 出 碰撞 后 两 个 质点 的 速度 的 绝对 值 : 
mi +m2? 十 之 ai m2cosx , 2miv .， 
rm 和 
9,+ 0, 是 碰撞 后 质点 飞 出 方 问 之 间 的 夹 角 .显然 , 当 mi< as 时 0+0>> 
nt/2, 当 mi>m, 时 9,+0,<r/2. 
碰撞 后 两 个 质点 沿 着 一 条 直线 运动 的 情况 ( 正 碰 撞 ) 相 应 于 X=r, 即 C 点 
或 者 位 于 直径 上 并 在 A 点 左边 (图 16(a), 这 时 pi 和 p; 相互 反问 ) ,或 者 位 于 
A 和 OO 之 间 ( 图 16(b), 这 时 Pi 和 ps 的 方向 相同 ). 





(17.5) 


” _ 
也 1 一 








这 种 情况 下 碰撞 后 质点 速度 等 于 
vy, 0 (17.6) 
这 时 vw 取 最 大 可 能 值 ,原来 静止 的 质点 碰撞 后 获得 最 大 能 量 等 于 
FE’ -may mm 4MIm FF (17.7) 





2max 2 (m+m,) 
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其 中 已 , = 一 5 二 是 原来 运动 质点 的 初始 能 量 ， 


当 mi;< ms 时 ,碰撞 后 第 一 个 质点 的 速度 可 以 沿 这 任意 方向 .如 果 m1 > 
m; , 则 偏 角 不 能 超过 某 个 最 大 值 ,这 个 最 大 值 相应 于 使 AC 与 圆 相 切 的 C 点 
(图 16(b)). 显 然 ,sin01,, = OC/OAh ,或 者 


7 > 





sing 一 


lmax 


7 (17.8) 
两 个 质量 相同 的 质点 (一 个 初始 静止 ) 的 碰撞 
特别 简单 .这 种 情况 下 A 点 和 B 点 都 位 于 圆周 上 14 

(图 17). 这 时 有 





= 一 工区 
0 放 0, 2 9 (17.9) 
v1 一 vcos 分 ， v2 = vsin 务 . (17.10) 图 17 
可 见 ,碰撞 后 两 个 质点 飞 出 方向 相互 垂直 . 
习 题 


习题 运动 质点 m， 和 静止 质点 m, 发 生 碰 撞 , 试 用 实验 宝 参 考 系 中 的 偏 
角 表 示 两 个 质点 碰 擅 后 速度 . 


解 : 由 图 16 有 p=2OBcos0, 或 者 v2 二 2v 一 -cos0,. 对 于 动量 p= 二 AC 有 
2 
方程 
OC = AO’ + p? ~2AO'.p’cosO, 





由 此 得 


2 2 ， 2 
2 SIN 0O, 





vy m+t+m 
( 当 mx 之 m, 时 根 号 可 以 取 两 个 值 , 当 mm > m， 时 根 号 只 能 取 正 号 ). 
$18 质点 散射 
上 一 节 已 经 指出 ,要 完全 确定 两 个 质点 的 碰撞 结果 ,必须 求解 记 及 质点 相互 
作用 具体 规律 的 运动 方程 . 
首先 ,我 们 按照 一 般 法 则 来 研究 一 个 等 效 的 问题 ,这 是 一 个 质量 为 m 的 质 
点 在 固定 中 心 (位 于 质心 ) 的 力 场 U(x) 中 偏转 问题 





。 48 . 第 四 章 质点 碰撞 


在 $14 已 经 指出 ,质点 在 有 心力 场 中 的 轨迹 ,相对 过 近 心 点 的 直线 (图 18 
上 的 O4 ) 对 称 . 所 以 ,轨迹 的 两 条 渐 近 线 与 该 直线 的 夹 角 相 同 .如 果 记 该 角 为 


2o, 则 由 图 可 见 , 质 点 飞 过 中 心 附近 产生 的 偶 转 角 X 等 于 
X=|x-2090|. (18.1) 





图 18 


根据 (14.7) ,确定 po 的 积分 是 从 轨迹 近 心 点 到 无 穷 远 : 
p= | (Mir’)dr 
rm V2m[E — U(r)] 一 Mr 
需要 注意 ,rm 是 上 式 根 号 内 表达 式 的 根 . 
在 所 讨论 的 无 限 运动 情况 下 ,引入 质点 在 无 穷 远 处 速度 w- 和 瞄准 距离 6 
来 代替 常数 下 和 M .瞄准 距离 是 指 中 心 到 v- 的 垂直 距离 , 即 不 存在 力 场 情况 下 
质点 飞 过 中 心 时 的 距离 (图 18) .能量 和 动量 矩 可 表示 为 


(18.2) 


2 
MU wm 





FE= 3—， AM = mpv., (18.3) 
而 公式 (18.2) 变 为 
_[” (plr)dr (18.4) 


由 方程 (18.1) 和 (18.4) 可 以 求 出 XxX 对 o 的 依赖 关系 . 
在 物理 应 用 中 经 常 遇 到 的 不 是 一 个 质点 的 偏转 问题 ,而 是 以 相同 速度 w。 飞 
过 散射 中 心 的 质点 束 的 散射 .不 同 的 质点 有 不 同 的 眶 准 距 离 ,因此 以 不 同 的 角度 
x 散射 .我 们 用 dN 表示 单位 时 间 内 偏转 角 在 X 和 X+dx 之 间 的 散射 质点 数 . 
因为 这 个 数 依 赖 于 (正比 于 ) 质 点 束 的 密度 , 它 对 于 刻画 散射 过 程 并 不 方便 .所 以 
我 们 引入 
do=dNi/n, (18.5) 
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其 中 n 是 单位 时 间 内 通过 质点 束 横 截 面 单位 面积 的 质点 数 (当然 ,我 们 假设 质 
点 束 在 横 截 面 上 是 均匀 的) .这 个 量 的 单位 是 面积 单位 , 称 为 散射 等 效 截 面 . 它 完 
全 由 散射 场 的 形式 决定 ,是 描述 散射 过 程 的 重要 物理 量 . 

如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 的 单调 递减 函数 , 则 X 和 p 是 一 一 对 应 的 .这 种 情 
况 下 ,在 X 和 X+dxX 之 间 的 散射 质点 ,其 瞄准 距离 在 确定 的 pop 和 po+dp 之 间 . 
这 样 的 质点 数 等 于 2 乘 以 内 外 径 为 p 和 p+ dp 圆 环 的 面积 , 即 d N = 2xpdp: 
n .由 此 可 得 等 效 截面 

do = 2rxodp. (18.6) 

为 了 求 得 等 效 截 面 对 散 射 角 的 依赖 关系 ,将 上 式 改写 成 


dpo(X) 
dc 三 2 一 一 一 -| dX . .7 
Oo ro)| jx ] x (18.7) 


这 里 我 们 加 上 绝对 值 符号 是 因为 dp/dX 可 能 取 负 值 出 .通常 do 不 是 对 应 平面 
角 微 元 dX, 而 是 空间 角 微 元 do. 在 XX 和 X+dX 之 间 的 角 微 元 为 do = 
2xsinXdX .由 (18.7) 有 
ds = LX) dp 
sinX 1 dxX 
我 们 回 到 实际 物理 问题 ,质点 束 散 射 不 是 发 生 在 不 动 有 心力 场 中 ,而 是 发 生 
在 其 它 初 始 静 止 的 质点 附近 .公式 (18.7) 给 出 了 质心 参考 系 中 等 效 截 面 对 散 射 
角 的 依赖 关系 .为 了 得 到 实验 室 参 考 系 中 等 效 截面 对 散射 角 的 依赖 关系 ,需要 用 
公式 (17.4), 将 X 用 9 表示 出 来 .这 样 可 以 得 到 质点 束 散 射 截面 的 表达 式 ( 用 
0 表示 X ) 和 初始 静止 质点 的 表达 式 ( 用 09, 表示 X ). 
习 题 
习题 1 试 求 质点 在 半径 为 a 的 刚性 球 上 散射 的 等 将 截面 ( 即 作用 规律 是 
当 r<a 时 U=0, 当 rr>a 时 U=0). 


解 :质点 在 球 外 自由 运动 ,又 不 可 能 进入 球 内 ,因此 质点 的 轨迹 由 两 条 直线 
组 成 ,这 两 条 直线 相对 过 其 交点 的 半径 对 称 ( 图 19). 由 图 可 见 ， 


do. (18.8) 








p= asingo = asin -3 = Q COS 分， 
代入 公式 (18.7) 或 (18.8) 可 得 


2 2 
do = 7sinXdX = $do, (1) 


中 ”如果 函数 o(X) 是 多 值 的 , 则 显然 需要 对 该 函数 的 各 个 分 支 表 达 式 求 和 . 
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即 在 质心 参考 系 中 散射 各 向 同性 .积分 可 得 ,全 截面 c = ra 就 是 球 的 截面 面 
积 , 这 相应 于 瞄准 面积 , 即 必须 击 中 这 个 面积 才能 发 生 散 射 . 





图 19 


为 了 转换 到 实验 室 参考 系 中 ,要 根据 (17.4) 用 9, 表示 X .计算 完全 与 $316 
习题 2 类 似 ( 因 为 (17.4) 与 (16.5) 在 形式 上 是 相同 的 ). 当 mm 之 m, 时 (m, 是 质 
点 的 质量 ,mm 是 球 的 质量 ), 可 得 


2 pa 
人 i 
do; = 二 2 sO 十 


了 
(ao =2rsin0do) .如 果 区 ,过 mm), 则 


2 1+ (mi/mi;)cos20, 


7 3 2 了 01. 
Vl-(mifm;)sin 0 


1+ (mi/m:’)cos20, 
01 


一 d 
V1-(milm’?)sin 0, 


do = 
当 zz; = 和 加， 时 ,有 
dol = @ |coso | doi ， 
这 也 可 以 直接 将 X=29, 代 人 (1) 得 到 (根据 (17.9)). 
对 于 初始 静止 的 球 总 是 有 X=x 一 29,, 代 人 (1) 可 得 
do = a’ |cos0, | do,. 


习题 2 在 同样 情况 下 , 试 将 等 效 截 面 表示 为 散射 质点 损失 能 量 s 的 测 数 . 
解 :mm 损失 的 能 量 等 于 mmx, 获得 的 能 量 .根据 (17.5) 和 (17.7) 有 


mm 2m1im, 2 .2 :2 AX 
en 2 Emax Sn 2 ， 
由 此 可 得 
de = emsinXdxX ， 


再 代入 习题 1 的 (1) 可 得 
2 de 


max 


do=xa 
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在 s 从 堆 到 s,. 区 间 内 散射 质点 分 布 是 均匀 的 . 
习题 3 在 场 U 一 r "内 散射 的 等 效 截 面 对 速 度 v, 依 赖 关系 是 什么 ? 
解 :根据 (10.3) ,如 果 势 能 是 上 = 一 n 阶 齐 次 函数 , 则 对 于 类 似 的 轨迹 ,p 一 
v "或 者 
0= via" "f(y) 
(对 于 类 似 的 轨迹 ,偏转 角 X 都 相同 ). 代 入 (18.6) 得 
do ~ vr" "do. 
习题 4 试 求 “ 落 ”向 场 口 = 一 ajr 中心 质 点 的 等 效 截 面 . 
解 :满足 条 件 2a >> mo’ vi 的 质点 才能 “ 落 ” 向 中 心 (参见 (14.11)), 即 瞄准 


距离 不 大 于 Omax 一 人 2a/mv .所 以 有 





习题 $ 同上 题 , 但 D= 一 afj 关 (72>2,w>0)， 





依赖 于 的 关系 如 图 20 所 示 , 其 最 大 值 为 
(ne {wee 六 
一 一 . 
落 向 场 中 心 的 质点 满足 U, 芝 忆 . 由 U, 二 羽 求 出 
pmax 后 ,可 得 * 


Uo 


( Us ) ox = U, 一 


na 


_ 21m 
ra . 由 20 

习题 6 质点 (质量 为 mi) 落 向 球体 (质量 为 m, ,半径 为 尺 ) 表 面 , 它 们 之 间 
的 引力 符合 牛顿 定律 , 试 求 等 效 截 面 . 

解 : 落 到 球面 上 的 条 件 是 rr 由 所 有 尺 , 其 中 是 质点 轨迹 上 离 球 心 最 近 的 点 . 
o 的 最 大 可 能 值 由 条 件 7,, = R 确定 ,这 归结 为 求解 方程 Us(R)= 下 或 者 





并 且 a= ymim2a(Y 是 引力 常数 ) ,我 们 认为 m, 2 mm ,假设 加 渤 mi. 从 上 面 方 
程 中 求 得 Pi, 进而 可 得 





2 
=xR (1+ Re 上 


[| 


当 vs。 一 吕 时 ,自然 地 ,等 效 埠 面 就 趋向 于 球 的 几何 截面 . 
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习题 7 根据 给 定 的 等 效 截面 对 给 定 能 量 忆 的 依赖 关系 , 试 求 散射 场 的 形 
式 U(r). 假 设 U(r) 是 r+ 的 单调 减 小 函数 (吸引 场 ), 并 且 U(0)>E,U(%)=0 
(O.B. 飞 尔 萨 夫 ,1953). 

解 :对 散射 角 X 积分 


doy = xpo’ (1) 
x dX 
给 出 瞄准 距离 的 平方 ,因此 ,函数 p(X)( 以 及 X(p)) 也 可 以 看 作 是 已 知 的 . 
引入 记 瑟 
_1 _1 /1_U 
Ce en w=,/1 FE (2) 
公式 (18.1) 和 (18.2) 可 写成 
us | ds (3) 
< 0 Vrw 一 
其 中 是 方程 
zt (si) 一 5 三 0 
的 根 . 


方程 (3) 是 函数 w(s) 的 积分 方程 ,可 以 用 类 似 于 12 中 的 方法 求解 .将 方 
程 (3) 两 边 除 以 Va 一 x 工 , 然 后 对 x 从 零 到 a 积分 得 


— y(x) (x) 5 区 
[| 


| | drxrds -| Ca) ds 
0 zi) MV (rw — ss )(a— rx) 0 Ww 
或 者 ,将 等 式 左 边 分 部 积分 


下 Va ee dx gx «| ds 
0 dz 0 


TO 
将 得 到 的 关系 式 对 a 求 导 ,再 将 so(a) 简 记 为 *, 并 相应 地 将 a 替换 为 sjw ,可 
得 


nd 人 (三 )- Sal 3 ] vw xX(z)dr zx, 
TO 0 


2 


2 
RY 
i 


-xdln vww = d[ 吉 儿 忆 x 〈 工 )dz 
TU 0 


这 个 方程 可 以 直接 积分 ,并 且 应 该 改变 右边 对 工 和 s/w 的 积分 顺序 . 考虑 到 s = 





$19 上 户 蕊 福 公 式 。 53 ， 





0( 即 roo) 时 由 g=1( 即 U=0), 变 换 回 原始 变量 + 和 ,最 终 得 (两 个 等 价 形 
式 ) 


” d 
w 二 exp(4| arcosh “3 * 入 aoj= = exp| - “| 一 Se A f A (4) 


Vo -rw -rw 
对 所 有 的 rr>>7r， 即 具有 给 定 能 量 瓦 的 质点 发 生 散 射 的 可 能 区 域内 ,这 个 公式 
确定 了 隐 函 数 w(r)( 进 而 确定 U(r)). 


$19 卢 巷 福 公 式 


前 面 所 得 公式 的 一 个 重要 应 用 就 是 带电 粒子 在 库仑 场 中 的 散射 . 
在 公式 (18.4) 中 令 U= afjr 并 积分 得 


Po 一 arCcCcOS 





由 此 得 


或 者 ,根据 (18.1), 引 入 wo=(r-X)/2, 得 


2 CC 2 xX . 
?ooot 分 (19.1) 


将 该 等 式 对 X 求 导 并 代入 (18.7) 或 者 (18.8) ,得 








do = 7 dX (19.2) 
MU . "(和 
SI 
_ 2 
或 者 
加 a “ do 
do= (zr | rE (19.3) 
Sin 7 


这 就 是 卢 瑟 福 公式 .需要 指出 的 是 ,等 效 截 面 不 依赖 于 a 的 符号 ,所 得 的 结果 对 
于 库仑 引力 和 斥 力 场 都 是 一 样 的 . 

公式 (19.3) 给 出 碰撞 质点 的 质心 参考 系 中 的 等 效 截面 .利用 公式 (17.4) 可 
以 变换 到 实验 室 参考 系 中 .对 于 初始 静止 的 质点 ,将 xX =x-20, 代入 公式 
(19.2) ,可 得 














2 * 2 
do = 2x <) sin0, d0,=|( ) do (19.4) 


3 2 3 
Cos 0 MUw / cos 0, 
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对 于 入 射 质 点 ,这 个 变换 在 一 般 情况 下 非常 复杂 .我 们 只 给 出 两 种 特殊 情 





况 . 
241 , 故 
a \” do 
do = 于 :| sin (012) (19.5) 


其 中 下 = m1 v12 是 人 射 质点 的 能 量 
如 果 两 个 质点 的 质量 相等 (mm = js ,m= m1/2), 则 根据 (17.9),X=20.， 
代入 (19.2) 得 








2 
Cos E&) cos0 do,. (19.6) 


do =2x( 六 | i db, = (FE 

”如 果 两 个 质点 不 仅 质 量 相等 ， 而 且 是 完全 相同 的 质点 , 则 散射 后 区 分 原来 运 

动 质点 和 原来 静止 质点 就 没有 意义 了 .将 do! 和 do, 相 加 并 将 2 和 60; 统一 写 
成 0, 可 得 对 所 有 质点 都 相同 的 等 效 截 面 ; 


a 1 1 
do= (站 | (rg + cg jeos0do. (19.7) 
1 


sm cos 0 
我 们 重新 回 到 一 般 公 式 (19.2) ,并 利用 它 确 定 散射 质点 按 其 损失 能 量 的 分 
布 .对 于 任意 散射 质点 质量 (mx, ) 和 被 散射 质点 质量 (mm ) ,散射 质点 所 获得 的 速 
度 在 质心 参考 系 中 用 散射 角 表 示 为 


， 4 
sin 0 


, 2mi 
ra -一 
” mi+m, 


加 
(参见 (17.5)). 相 应 地 ,这 个 质点 获得 的 能 量 就 是 质点 m, 损失 的 能 量 ,等 于 


mvy 2m 2 .2 
E 二 一 一 二 一 二 Uo SIN A 
2 1 ， 2 


由 此 将 sin(x/2) 用 s 表示 并 代入 (19.2), 得 
do = 2x 一 一 一 a de (19.8) 


1 US e” 


这 个 公式 确定 了 等 效 截面 对 损失 能 量 e 的 依赖 关系 ,损失 能 量 的 取 值 范围 从 零 . 


到 ee ， =2m’ vem,. 





也 oo sin 





习 题 
习题 1 试 求 在 场 U= af/r (a>>0) 中 散射 等 效 截 面 . 
解 : 偏 转角 : 
1 


-1- 一 
| 
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等 效 截 面 
a 0 
mv X (2x— x)” sinx 

习题 2 试 求 被 半径 为 a 深度 为 LN 的 球形 势能 阱 ( 即 当 >a& 时 U=0, 当 
r<a 时 口 = 一 U,) 散 射 的 等 效 截 面 . 

解 :质点 进入 和 离开 势能 阱 时 ,其 直线 轨迹 被 “折射 ” .根据 87 习 题 , 入 射 角 
a 和 折射 角 B( 图 21) 的 关系 为 . 


好 一 








Sina _ 加 2 LU1o 
a 一 7 3 天 一 1 十 7 '. 
sinp MY 





偏转 角 久 = 二 2(a 一 B). 所 以 有 


sin(a — X12) -cos 其 -cotasin 区 = 二 
sina 2 2 nn 


从 该 方程 中 消去 a, 由 图 显然 有 
asina=p 
可 得 po 和 X 的 关系 如 下 : 
n +1 -2ncos[ 节 ) 
最 后 ,对 这 个 等 式 求 微分 可 得 等 效 截 面 


7 
dcos[ 芳 ) [1+ -2ncos( 芝 ) 


角 X 取 值 范围 从 零 ( 当 p=0 时 ) 到 下 式 确定 的 Xmx( 当 p= 二 a 时 ); 


eos (Xe = 二 


nn 


2 2 


do. 


在 锥 XX< Xmx 内 全 部 角度 对 o 积分 可 得 全 等 效 截面 ,显然 ,就 等 于 几何 截面 ra . 
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§ 20 小 角度 散射 
如 果 所 研究 散射 的 瞄准 距离 很 大 , 场 U 很 弱 使 得 偏转 角 很 小 , 则 等 效 截 面 
的 计算 非常 简单 .这 时 可 以 直接 在 实验 室 参考 系 中 计算 ,不 必 引 入 质心 参考 系 . 
我 们 取 x 轴 沿 着 散射 质点 (质量 为 m1 ) 初 始 动 量 的 方向 ,而 zy 平面 为 散射 
平面 .用 pi 表示 散射 后 质点 的 动量 ,显然 有 


sin0i =- 
对 于 小 偏转 角 ,可 以 近似 地 用 0 代替 sin9, ,在 分 母 中 将 pi 代 以 初始 动量 如 = 
7121 Wo : 
Opiyl(mive) | (20.1) 
由 于 p, = 下,, 故 y 轴 方 向 动量 增 量 为 z 
pi1, = LS F,dt (20.2) 
这 时 , 力 


Fo=_U0__dUr__dUy 
» 9y dr 9y dr ri 


因为 积分 (20.2) 已 经 包含 小 量 局, 所 以 计算 中 可 以 近似 地 认为 ,质点 没有 
偏离 初始 路 径 , 即 质点 等 速 ( 速 度 为 v。 ) 直 线 ( 沿 着 直线 y = o) 运 动 .相应 地 ,在 
(20.2) 中 假设 


a 二 二 dz 
六 rr 
可 得 
pr -of dU dr 
Piy = 2|. dr > 


我 们 将 对 z 的 积分 变换 为 对 > 的 积分 .由 于 对 直线 轨迹 有 rr =x +y , 故 
当 工 从 一 % 变 到 + ce 时 ,r 从 co 变 到 p 再 变 回 到 co .所 以 对 z 的 积分 变 为 两 倍 
的 对 x 从 p 到 oo 的 积分 ,并 上 且 dx 变 为 : 

rdr 
最 后 得 散射 角 (20.1) 的 表达 式 如 下 :由 





久远 三 


四 ”如 果 在 质心 参考 系 中 推导 , 则 我 们 会 得 到 对 于 X 的 同样 表达 式 , 但 要 将 mw, 代 以 六 .这 是 因为 ， 
根据 (17.4) ,小 角度 6; 和 XX 应 满足 关系 ， 
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-2 dU -出 
01 = m1 ve o dr Vr po’ (20.3) 


此 式 给 定 小 偏转 角 和 情况 下 9, 对 o 的 依赖 关系 .散射 等 效 截 面 (在 实验 室 参 考 系 
中 ) 的 公式 类 似 于 (18.8)( 用 9, 代替 X%), 并 且 将 sin0, 代 以 0,;} 








| CO op(0.) 
do = a0 | do. (20.4) 
习 题 


习题 1 试 从 公式 (18.4) 推 导 公 式 (20.3). 
解 :为 了 避免 下 面 推导 中 出 现 伪 发 散 积 分 ,将 公式 (18.4) 写 成 下 面 形 式 ， 
9 四 o” 2U 
Po 9p ! rr mv 
这 里 我 们 将 很 大 的 有 限量 民 作为 积分 上 限 ,是 起 以 后 令 R 一 00. 由 于 咒 很 小 
我 们 将 根 号 按 U 的 第 次 展开 ， 用 p A 


CO 





[a 
min * 


Uar 


+ | RE 
取 极 限 R 习 吕 后 ,第 一 个 积分 等 于 2 对 第 二 个 积分 进行 变换 ,可 得 表达 式 
=-2p = 2 元 | Vr Mr -po dU 四 2p “dU dr 


mv dr "nv 6 dr /5 
习题 2 试 求 在 场 U= ac/ 一 (2>0) 内 小 角度 散射 的 等 效 截面 . 
解 :根据 (20.3) 有 








十 

bm 
ht 
ES 


令 po/r =, 代入 积分 后 得 B-- 欧 拉 积 分 ,可 由 了 函数 表示 为 


Tr 12 十 工 
g = _2aVr 2 ) 
1 n 


2 有 
m1 Tc pO 
r (3 
由 此 用 0, 表示 o 并 代入 (20.4) 得 














- 2 O21 qo, 
A 
5 z 
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$21 一 维 自由 振动 


在 稳定 平衡 位 置 附近 运动 是 力学 系统 的 一 种 非常 普遍 的 运动 类 型 , 称 为 和 
振动 .我 们 从 最 简单 的 情况 开始 研究 这 种 运动 , 即 系统 只 有 一 个 自由 度 . 

稳定 平衡 位 置 是 指 势 能 取 极 小 值 的 位 置 , 偏 离 该 位 置 会 导致 产生 力 - dU/ 
dg ,从 而 使 系统 返回 平衡 位 置 . 我 们 用 g。 表示 其 相应 的 广义 坐标 值 . 在 偏离 平 
衡 位 置 很 小 的 情况 下 ,在 U(g) - U(eo) 按 9 - go 展开 的 表达 式 中 保留 第 一 个 
非 零 项 就 足够 了 .一 般 情况 下 这 是 二 阶 项 

U(g)- U(g)~F (gq), 
其 中 此 为 正 数 (是 二 阶 导 数 U”(g) 在 g= ge 处 的 值 ). 今 后 我 们 从 势能 的 最 小 什 
开始 计算 势能 ( 即 假设 U(gq。)=0), 并 引入 记号 
Tg~ qo (21.1) 
表示 偏离 平衡 位 置 的 坐标 . 于 是 有 
U(z) = 和 怒 - (21.2) 
单 自 由 度 系统 的 动能 一 般 可 以 写成 
元 a(g) 人 2 一 元 a(9) 二 2 

在 同样 的 近似 下 函数 a(g) 可 以 用 它 在 g= ge 处 的 值 代替 .引入 记号 0 


中 ”需要 强调 的 是 ,只 有 当 x 是 币 卡 儿 坐 标 时 xm 才 是 质量 . 
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a(qo)=m, 
最 后 可 得 一 维 振动 系统 由 的 拉 格 朗 日 函数 表达 式 如 下 : 
[= 也 二 -好 (21.3) 
相应 的 运动 方程 为 
mzxt+kzr=0, (21.4) 
或 者 
rz+w zr=0, (21.5) 
这 里 引入 了 记号 : 
w=V kim. (21.6) 
线性 微分 方程 (21.5) 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 :coswt 和 sinwz ,因此 方程 的 通 解 为 
T= cicoswt 十 C2 Sinwt . (21.7) 
这 个 表达 式 可 以 写成 
T=acos(wt+a). (21.8) 


因为 cos( wt + a)=coswtcosa -~ sinwtsina ,比较 (21.7) 可 得 任意 常数 a 和 4a 与 常 
数 Cl 和 C2 的 关系 : 


a=AW ci+c2， tana 王 一 cyjci. (21.9) 
于 是 ,系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 运动 是 简 谐振 动 . (21.8) 中 周期 因子 前 面 
的 系数 a 称 为 振幅 ,而 余弦 辐 角 称 为 振动 的 相位 ,a 是 相位 的 初始 值 ,显然 依赖 
于 初始 时 间 的 选择 .物理 量 w 称 为 振动 的 循环 频率 ,或 者 简称 频率 ,今后 我 们 就 
用 这 个 简称 . 
频率 是 振动 的 基本 特征 量 , 不 依赖 于 运动 初始 条 件 . 根 据 公 式 (21.6) , 它 完 
全 由 力学 系统 本 身 的 性 质 决 定 .但 是 应 该 指出 ,这 个 特点 与 小 幅 振动 假设 相关 ， 
对 于 大 幅 振动 不 成 立 . 从 数学 角度 看 , 它 与 势能 是 坐标 的 二 次 函数 有 关 .@ 
微 振动 系统 的 能 量 为 
所 二 到 


zz” kx’ m 
十 = tw 


2 2 
或 者 ,将 (21.8) 代 入 此 式 得 





mw a’. z (21.10) 
这 与 振幅 平方 成 正比 . 
@ 这 样 的 系统 常 称 为 一 维 振子 . 


中 ”因此 ,如 果 函 数 U(xz) 在 x =0 处 取 数 量 级 更 高 的 极 小 值 , 即 Ucc zz ,n>2( 参 见 $11 的 习题 
2a) , 则 没有 这 个 性 质 . 
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振动 系统 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 经 常 写成 复数 表达 式 的 实 部 形式 : 
t=RelAe”|, z (21.11) 
其 中 A 是 复 常 数 ,写成 下 面 形式 : 
de (21..12) 
则 我 们 又 回 到 (21.8) 式 了 .常数 A 称 为 复 振 幅 , 它 的 模 就 是 通常 的 振幅 ,而 辐 角 
就 是 初始 相位 . 
在 数学 上 ,指数 图 数 运算 比 三 角 函 数 运算 简单 ,因为 指数 函数 的 微分 不 改变 
形式 . 当 我 们 进行 线性 运算 时 (加 法 ` 数 雪 .微分 和 积分 ) ,一 般 可 以 不 写 出 取 实 部 
的 记号 ,只 需 对 最 后 的 计算 结果 取 实 部 . 


习 题 
答 : 
vo U 
& 二 十 一 7， tang = 
ee WXo 





习题 2 试 求 由 不 同 同位 素 原子 组 成 的 两 个 双 原 子 分 子 的 振动 频率 ww 和 ww 
之 间 的 关系 ,假设 原子 的 质量 分 别 等 于 x,m, 和 m1 ,m5. 

解 :因为 同位 素 原子 相互 作用 的 形式 相同 , 故 有 = 有 .在 分 子 动能 中 起 系数 
m 作用 的 是 折合 质量 ,根据 (21.6) 有 


o 521 222(721 十 1122 ) 
地 772 1 1722(72 十 7 ) 
习题 3 设 质量 为 m 的 质点 沿 着 直线 运动 ,弹簧 一 端 连 在 质点 上 , 另 一 端 
固定 于 A 点 (图 22).A 点 到 直线 的 距离 为 71, 弹簧 长 度 为 !/ 时 受 人 
动 频 这 . < 
解 :弹簧 势能 等 于 力 正 乘 以 弹簧 伸 长 量 51 
(精确 到 更 高 阶 小 量 ). 当 z< 狠 / 时 ,有 
l=V +r -lo rx/(21), 
因此 ,U= Fx /(271). 因 为 动能 为 m 之 */2, 故 





习题 4 同上 题 ,质量 为 m 的 质点 活着 半径 
为 > 的 加 运动 (图 23). 

解 :在 这 种 情况 下 ,弹簧 伸 长 量 为 (在 p 切 1 图 22 
时 ) 
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$71=w Tr Ir rr) op Ly 
动能 为 T= (1/2)mr”w”. 由 此 得 频率 : 
Flr+l) 


rim 

习题 5” 试 求 图 2 的 单 摆 的 频率 ，; 总 挂 点 ( 质 量 为 mp1) 
可 沿 着 水 平方 向 运动 . 

解 : 当 p<<1 时 ,由 号 14 所 得 公式 有 





tw 一 





全 二 mi ml” _m,gl 2 ， 
Fm FP? 2 


jg(l(mit+m,) 
w= /2 
N ml 


习题 6 设 质 点 活着 某 曲线 (在 重力 场 中 ) 振 动 的 频率 不 依赖 于 振幅 , 试 求 
该 曲线 的 现状 . 

解 : 如 果 质 点 活着 曲线 运动 的 势能 为 U= ks /2, 其 中 ;为 从 平衡 位 置 算 起 
的 缴 长 , 则 该 曲线 能 满足 要 求 .这 时 动能 为 全 = m5 /2(m 为 质点 的 质量 ), 振 动 
频率 为 w= 二 V kjm ,不 依赖 于 s 的 初始 值 . 

但 在 重力 场 中 品 = mgy, 其 中 y 是 纵 坐 标 . 所 以 有 Rs212 = mgy 或 者 


2 
WW 2 
70 . 


8 
另 一 方面 ,ds 一 dx "二 dy ,由 此 得 


= (1- cosé) 


由 此 得 





(E+ siné). 
这 两 个 等 式 给 出 了 所 求 曲 线 的 参数 方程 ,这 是 一 条 螺旋 线 . 
§22 强迫 振动 


现在 我 们 研究 可 变 外 力 场 作用 下 系统 的 振动 ,这 种 振动 称 为 强迫 振动 ,以 区 
别 于 前 一 节 研 究 的 自由 振动 .因为 前 面 假设 振动 很 小 ， 当然 也 要 假设 外 力 场 足 够 
弱 ,否则 它 会 引起 过 大 的 位 移 xz. : 
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这 种 情况 下 ,除了 固有 势能 (1/2)&Az” 以 外 ,还 有 与 外 力 场 作用 相关 的 势能 
U.(xz,t). 将 这 个 附加 势能 按 小 量 x 展开 ,得 


aoU 
U(x,t)~ U.(0,1) + zx 3 
并 


并 三 中 


第 一 项 只 是 时 间 的 函数 ,可 以 从 拉 格 朗 日 函数 中 略 去 (作为 另 一 个 函数 对 时 间 的 
全 导数 ). 第 二 项 中 一 9U./9x 是 外 力 , 作 用 于 处 在 平衡 位 置 的 系统 上 ,是 时 间 的 
给 定 函 数 ,用 F(zi) 表 示 . 于 是 势能 中 出 现 了 一 zzF(t) 项 ,所 以 系统 的 拉 格 朗 日 函 
数 为 


7 也 2 
L= +xF(1) (22.1) 


相应 的 运动 方程 为 
mri+kr= F(i), 


或 者 
2+w z=F(t), (22.2) 


这 里 我 们 再 次 引入 了 自由 振动 频率 w. 

众所周知 , 非 齐 次 常 系数 线性 微分 方程 的 通 解 为 两 项 之 和 :z = xo+ xi, 其 
中 ze 是 齐 次 方程 的 通 解 ,zi 是 非 齐 次 方程 的 特 解 .在 这 种 情况 下 ,ze 就 是 前 一 
节 研 究 的 自由 振动 . 

我 们 来 看 一 种 特别 有 意义 的 情况 ,强迫 力 是 简单 的 频率 为 y 的 时 间 周 期 函 
数 , 即 

F(t)= fecos(y t+ 8B). (22.3) 

方程 (22.2) 的 特 解 形式 为 z; = bcos( Yt + 8B), 它 具有 与 强迫 力 同 样 的 周期 .代入 
方程 可 得 :5 = f/[m(w 一 7 )], 加 上 齐 次 方程 的 解 , 有 通 解 


z= acos(wt ta) + toi reo Yt+B). (22.4) 


任意 积分 常数 a 和 a 由 初始 条 件 确定 . 

于 是 ,在 周期 性 强迫 力作 用 下 ,系统 的 运动 是 两 项 振动 之 和 ,两 个 振动 的 频 
率 分 别 为 w 和 YY. 

解 (22.4) 不 适用 于 所 谓 的 共振 情况 , 即 强迫 力 频 率 与 固有 频率 重合 .为 了 求 
这 种 情况 下 方程 的 通 解 ,将 (22.4) 写 成 如 下 形式 ,其 中 常数 表示 的 含义 有 所 改 
变 : 


X=acos(wt+a)t+ [cos(¥ t+B)- cos(wt + 8B)]. 


f 
m(w —7’) 
当 7y 一 ow 时 ,第 二 项 变 为 010 的 不 确定 形式 .按照 洛 必 达 法 则 可 得 
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t=acos(wt+a) + tsin( wt + 8). (22.5) 
mw 


于 是 ,在 共振 情况 下 ,振幅 随时 间 线 性 增 大 (直到 不 再 是 小 量 , 上 述 所 有 理论 都 不 
运用 为 止 ). 

我 们 再 来 研究 共振 附近 的 微 振 动 , 即 y= w +e, 其中。 是 小 量 .我 们 将 通 解 
写成 复数 形式 





r=Ae”+Be'”’”'=(A+Be")e”. (22.6) 
因为 A+ Be 在 乘 子 e” 的 周期 2x/w 内 变化 很 小 ,所 以 共振 附近 的 运动 可 以 看 
作 是 微 振 动 ,但 振幅 是 变化 的 .中 
用 C 表示 振幅 ,有 
C=|1A+Be”"|. 
将 A 和 B 表示 为 ae" 和 be' ,可 得 
C=a’+b +2abcos(et + BB-a). (22.7) 
于 是 ,振幅 以 频率 e 周期 变化 ,其 变化 范围 是 
lla-b| 寺 Ca+b. 
这 种 现象 称 为 拍 . 
对 任意 强迫 力 下 (it) ,方程 (22.2) 可 积 .这 很 容易 做 到 ,只 要 将 方程 预先 写成 


Cr+io zr) -iw(i+iwr)= LF() 
z mm 


或 者 


GE iw €=LF(), (22.8) 


这 里 引入 了 复 变 量 
& 一 工 十 ic 并. (22.9) 
方程 (22.8) 不 是 二 阶 ,而 是 一 阶 . 如 果 没 有 右边 部 分 , 它 的 解 是 上 = Ae” ,其 中 A 
是 常数 .我 们 寻找 非 齐 次 方程 形式 为 £ = A(z)e”* 的 解 ,对 于 函数 A(z) 可 得 方程 
A(1)=2F(t)e im 
积分 后 ,可 得 方程 (22.8) 的 解 
Ee | TF(t)e wd + & |， (22.10) 


其 中 选择 积分 常数 & 使 得 上 =0 时 & 的 值 为 零 .这 就 是 需要 寻找 的 通 解 ,函数 
X(t) 由 (22.10) 的 虚 部 给 出 ( 除 以 w) .所 


QD 振动 相位 中 的 “常数 "项 也 要 变化 . 
外 当然 ,这 时 力 F(z) 应 该 写成 实数 形式 . 
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强迫 振 动 系统 的 能 量 显然 是 不 守恒 的 ,系统 靠 外 力 获得 能 量 .假设 初始 能 量 
为 零 ,我 们 来 求 在 外 力作 用 时 间 内 (从 一 % 到 + %) 系 统 获得 的 能 量 .根据 公式 
(22.10)( 积 分 下 限 用 一 % 代 替 零 ,并 且 和 -ce)=0), 在 上 一 co 情况 下 有 


co 2 
1 一 oo 


男 一 方面 ,系统 的 能 量 表达 式 为 


E=7 (t+w rx)=71¢). (22.11) 
将 |s(co)| 代 人 此 式 , 可 得 所 要 求 的 能 量 
E = 2 | Fe wd. (22.12) 


这 取决 于 力 Fi) 的 傅 里 时 分 量 模 的 平方 ,该 力 的 频率 等 于 系统 特征 频率 . 
特别 地 ,如 果 外 力作 用 时 间 很 短 ( 与 1/w 相 比 很 小 ), 则 可 以 令 e “过 1. 于 
是 有 


E = 2 (| FO)dt) 
这 个 结果 是 显然 的 , 它 表明 短 时 间 的 力 给 系统 提供 冲 量 | Fdz ,但 来 不 及 使 系 
统 产 生 显著 的 位 移 . 
习 题 


”习题 ] 如 果 初 始 时 刘 1 二 0 系统 静止 在 平衡 位 置 ( 工 = 之 =0), 试 求 系统 在 
外 力 ECt) 作 用 下 的 强迫 振动 . 


a) F = const= FP,. 








F , 、 
答 :z=-(1-coswft), 常 力作 用 结果 是 使 振动 系统 平衡 位 置 产生 位 移 ， 
b) F=at 
答 := (wt — sinwt). 
mw 
c) 正二 下 7 
答 :二 9 (e “一 coswt 十 和 sinot) 
m(w + wo》 wW | 


d) F= Foe "cospt. 
入 


全 : 
F 


ml ra PY rarp] (ote fF)es ot 


人 二 
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(oo ta +B )sinwt te “[(w +a’—B )cosht — 208sinBt ] | 


(在 求解 过 程 中 将 力 写成 复数 形式 下 = Fue 人 :比较 方便 ). 
习题 2 设 1=0 时 系统 静止 在 平衡 位 置 , 力 下 的 变化 规律 为 : 当 1<0 时 
下 =0, 当 0<z< 下 时 下 = FF tIT, 当 1> 全 时 下 = FF (图 24). 试 求 在 该 力作 用 后 











F 
解 : 在 时 间 间 隔 0< < 人 内 满足 初始 条 件 的 振 
动 为 
F . 
一 ot 一 sinwt ). 
当 1 定时 我 们 求 下 面 形式 的 解 : 图 24 
zx=cicos[w(t— T)]+ esin[w(t— T)]+ Po 
Cy 
由 和 Zz 在 1= 丁 处 连续 的 条 件 , 可 求 出 
Cj 三 一 sinaT ， = (1 coswT). 








这 样 得 振幅 
; 3 Fo . wT 
2 二 ACT tes Sn 一 一. 
ml 2 
可 见 , 力 下 加 入 越 晓 ( 即 十 越 大 ), 这 个 振幅 越 小 . 
习题 3 同上 题 , 力 Fi 是 常数 ,只 在 有 限时 间 间 隔 工 内 作用 (图 25). 
解 :可 以 像 习 题 2 那样 求解 ,但 利用 公式 (22.10) 更 简单 . 当 上 > 全 时 系统 在 
平衡 位 置 z=0 处 自由 振动 ,有 











Fo fr  - F 
< 一 "| eic qd 二 - 0 (1 e i"! )e”. 
M1 0 iwm 
根据 公式 |6| =a w ,由 有 模 的 平方 给 出 振幅 . 于 是 求 得 
2 . wT 
a 二 FS1N 一” 
mw 2 
F 
t 
图 25 图 26 


习题 4 同上 题 ,但 力 在 从 零 到 下 时 间 间 隔 内 按 规律 下 二 FF z/ 丁 作用 (图 26). 
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解 : 用 同样 方法 可 求 得 
Tmew 
习题 $ 同上 题 , 但 力 在 从 堆 到 下 =2rfow 时 间 间 
隔 内 按 规律 下 = 下 ,sinwt 作用 (图 27). 
解 :将 
F(1)= Fosinw = Fo(e™ 一 er 


代入 公式 (22.10) 并 从 零 到 丁 积 分 ,可 得 : 
Fon 图 27 


a = 5 . 
mw 
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多 自由 度 (s) 系 统 振 动 理论 类 似 于 $21 的 一 维 振动 . 
设 系 统 的 势能 U 是 广 闵 坐标 9g,(i=1,2,… ,5 ) 的 也 数 ,在 d:; 二 go 处 取 极 小 
值 .引入 小 位 移 


Zi 一 Qi dio, (23. 1) 
并 按 它 展开 U ,精确 到 二 阶 , 可 得 势能 为 正定 二 
一 FD ka ， (23.2) 


这 里 势能 以 其 极 小 值 为 计算 起 点 . 由于, 和, 都 是 x 的 系数 , 故 可 以 认为 它 
们 对 下 标 是 对 称 的 : 
kx = k,. 
动能 的 一 般 形式 为 (参见 (5.5)) 


aulg) q; qd 1. 》 
假设 aq = gi ,用 mx 表示 ax(ao) ,可 得 动能 为 正定 二 次 型 


元 六 os 定 (23.3) 
可 以 认为 ms 对 下 标 是 对 称 的 : 
Wig 一 Dpi 
于 是 ,自由 微 振动 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L = Dm Le 一 karize ). (23.4) 


下 面 建立 运动 方程 . 为 了 确定 包含 方程 中 的 微分 ， 我 们 写 出 拉 格 朗 日 函数 的 
全 微分 : 
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dL = 3 Emad Zi + ma id i, — kur dr, — krdr,). 
既然 上 面 和 之 值 不 依赖 于 求 和 指标 的 名 称 ,我 们 可 以 将 括号 中 第 一 和 第 三 项 的 
i 和 上 k 相互 交换 ,考虑 到 系数 mx 和 ;的 对 称 性 ,得 
dL = 2 ma zd 元， 一 kx,dzr,). 
由 此 可 见 ， : 
aL . aL 
9 一 之 As 人 ， az 一 一 2 ka 
所 以 拉 格 朗 日 方程 为 
Dma + > kare = 0. (23.5) 
这 是 s(i=1,2,…,s) 个 常 系数 线性 微分 方程 . 
按照 这 些 方程 解 的 一 般 规律 ,我们 寻找 下 面 形 式 的 ; 个 未 知 函 数 : 
Xx, = A,e”, (23.6) 
其 中 4 是 待定 常数 .将 (23.6) 代 入 方程 组 (23.5), 约 去 e” ,可 得 常数 A, 满足 
的 齐 次 线性 代数 方程 组 


DP- wm + ka)A, = 0. (23.7) 
为 使 该 方程 组 有 非 零 解 ,其 行列 式 等 于 零 : 
[ks —-w m,|=0. (23.8) 


方程 (23.8) 称 为 特征 方程 ,是 w 的 s 阶 方程 .在 一 般 情况 下 ,该 方程 上 有; 个 不 同 
的 正 实 根 w ,a = 1,2,…,s( 在 特殊 情况 下 ,这 些 根 中 有 些 重 合 ) . 这 样 求 出 的 ww 
称 为 系统 的 特征 频率 ， 

从 物理 上 早 就 可 以 看 出 ,方程 (23.8) 的 根 为 正 实数 .事实 上 ,ww 有 虚 部 就 意 
际 着 ,坐标 zs 对 时 间 的 依赖 关系 (23.6)( 以 及 速度 二 ) 中 包含 指数 减 小 或 指数 
增长 的 因子 .但 这 是 不 可 能 的 ,否则 会 导致 能 量 随时 间 变 化 ,违背 能 量 守恒 定律 . 

也 可 以 用 数学 方法 证 明 上 述 结论 .将 (23.7) 乘 以 A” 并 对 下 标 ; 求 和 ,得 

> -wma t+ ka)A:A, = 0， 
由 此 得 : 
,DkaA; A 
> ax A 
由 于 系数 mx 和 &i 都 是 对 称 的 ,上 式 分 子 和 分 母 中 的 二 次 型 都 是 实数 .事实 上 ， 
(DRaAiAi) = >nAA = AIA = SRaAiA;. 


0 
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它们 是 正 的 @ ,因而 w? 也 是 正 的 . 求 得 频率 w 并 代入 (23.7) 中 每 个 方程 ,就 可 
以 求 出 相应 的 系数 A, . 如果 特征 方程 所 有 的 根 w。 各 不 相同 , 则 系数 A, 正比 于 
(23.8) 的 子 行列 式 Au ,其 中 w 用 w 代替 .微分 方程 (23.5) 的 特 解 有 下 面 形式 : 
xX, = A,C, er ， 
其 中 C, 是 任意 常数 (复数 ). 
所 有 这 * 个 特 解 求 和 ,可 给 出 通 解 .其 实数 部 分 写成 


ze = Re| AsCsen {= > Au6,， (23.9) 
这 里 我 们 引入 了 记号 
O, = Rel Ce |. (23.10) 
于 是 ,系统 每 个 坐标 随时 间 的 变化 都 由 ; 个 简单 振动 9 ,98,,… ,9, 合成 ， 
这 些 简 单 振动 的 振幅 和 相位 都 是 任意 的 ,但 频率 完全 确定 . 
这 自然 会 产生 一 个 问题 ,可 否 选 择 广 义 坐 标 使 得 每 个 坐标 都 进行 简单 振动 ? 
通 解 (23.9) 的 形式 给 出 了 解决 这 个 问题 的 途径 . 
事实 上 ,将 (23.9) 的 ;个 关系 式 看 作 是 ; 个 未 知 量 8, ,9, ,…,@ 的 方程 , 求 
解 后 可 以 用 zi ,x;,… ,x, 表示 61 ,6;,,…,6.. 因 此 9,,9,,…,@ 可 以 看 作 新 
的 广义 坐标 ,这 些 坐 标 称 为 简 正 坐标 (或 者 主 坐 标 ) ,相应 的 简单 周期 振动 是 系统 
的 简 正 振动 . 
从 简 正 坐标 的 定义 可 以 看 出 ， 它 满足 方程 
8, + w29 =0. : (23.11) 
这 就 是 说 ,用 简 正 坐标 表示 的 方程 组 由 。 个 相互 独立 的 方程 构成 短 个 简 正 坐 村 
的 加 速度 仪 依赖 于 该 坐标 ,只 需 已 知 坐 标 和 相应 速度 的 初 值 ,就 可 以 完全 确定 坐 
标 对 时 间 的 依赖 关系 . 换 句 话说 ,系统 的 简 正 振动 是 完全 独立 的 . 
由 上 述 可 知 , 用 简 正 坐标 表示 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 分 解 为 多 项 之 和 ,每 一 项 
都 对 应 于 频率 为 w。 的 一 维 振动 , 即 


L = 5) (8, - w,’0,’), (23.12) 


其 中 m, 是 正常 数 . 从 数学 观点 看 ,这 意味 着 变换 (23.9) 将 两 个 二 次 型 (动能 
(23.3) 和 势能 (23.2)) 同 时 变 为 对 角形 . 


中 系数 i 构成 了 正定 二 次 型 ,从 (23. 2) 中 对 实数 变量 的 定义 看 ， 这 是 显然 的 .但 如 果 将 复数 A 写 
成 ws， + ib , 则 可 得 (注意 到 k; 的 对 称 性 ): 


aA AL = Dkal(as — ibi)(ar +ib) = Dkaaiar + Dkiabibs, 
了 大 2k Ls 由 去 
即 两 个 正定 二 次 型 的 和 . 
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通常 可 以 选择 简 正 坐标 ,使 得 在 拉 格 朗 日 函数 中 速度 平方 的 系数 等 于 1/2. 

为 此 ,用 下 面 等 式 确定 简 正 坐标 (我 们 用 Q, 表示 ): 
Q_.=vV/ m.0,. (23.13) 
那么 
1 2 2 2 
L = F220. ww, Q, ) . 

当 特 征 方 程 有 重 根 时 ,上 面 叙述 没有 多 少 变化 .运动 方程 的 积分 的 一 般 形 式 
(23.9) 和 (23.10) 也 是 一 样 的 (也 同 为 ; 项 ) ,差别 仅仅 在 于 相应 于 重叠 频率 的 系 
数 A, 已 不 再 是 子 行列 式 了 ,这 种 情况 下 这 些 子 行 列 式 等 于 零 . 

一 个 重要 (或 称 退 化 ) 频 率 相 应 于 几 个 简 正 坐标 ,这 个 频率 就 有 几 重 ,但 是 这 
些 简 正 坐标 的 选择 不 是 唯一 的 .既然 同一 个 变换 将 动能 和 势能 化 为 >，Q? 和 
> Q: ,对 记 换 所 得 的 简 正 坐标 (对 应 同一 个 wm. ) ,可 以 进行 任意 线性 变换 ,只 要 
保证 其 平方 和 不 变 即 可 . 

对 于 在 常 外 力 场 中 一 个 质点 的 三 维 振 动 , 求 简 正 坐标 非常 简单 . 取 币 卡 儿 举 
标 系 的 原点 为 势能 U(xz,y,z) 的 极 小 值 处 ,可 得 x,y,z 的 平方 形式 的 势能 ,而 
动能 

= 人 F(z ++) 

(m 为 质点 的 质量 ) 不 依赖 于 坐标 轴 的 选择 .因此 ,适当 旋转 坐标 系 可 将 势能 化 
为 对 角形 .于 是 

L= 架 ( 宫 ++ 访 + 如 ) 一 卫 (hz? hy ++) (23.14) 
且 沿 着 zx,y,z 轴 的 振动 是 主 振动 ,其 频率 分 别 为 

w= kim, w= k,l m, ws = kfm. 
在 有 心力 对 称 场 (R， = k,= ks 三 k,U = kr /2) 的 特殊 情况 下 ， 这 三 个 频率 重合 
(见习 题 3) . 

利用 简 正 坐标 可 以 将 多 目 由 度 强 迫 振 动 问题 转化 为 单 自 由 度 强迫 振动 . 考 
虑 到 作用 在 系统 上 的 时 变 外 力 , 拉 格 朗 日 函数 为 

L = Lo + DOF,(t) zx, (23.15) 
其 中 工 , 是 自由 振动 的 拉 格 朗 日 函数 .用 简 正 坐标 代替 x, 可 得 


中 ”不 存在 复 频率 ,否则 违背 能 量 守 恒定 律 . 由 此 显然 可 知 ,在 通 解 中 不 可 能 出 现 包 含 时 间 的 指数 和 
里 次 项 . 
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= EQ- oiQ) + DY)Q,, (23.16) 
其 中 引入 了 记号 : 
A 
f.(1) = > FEF,() 一 
2 7 
相应 的 运动 方程 
OQ, +wQ,=/f.(1) (23.17) 


只 包含 一 个 未 知 函数 Q, (1+). 
习 题 
习题 1 设 两 个 自由 度 系统 的 拉 格 关上 日 函数 为 
L= dt) (+) + ary 
(两 个 同样 的 固有 频率 为 wo 的 一 维系 统 以 作用 -ary 相互 联系 起 来 ) , 试 求 系统 


的 振动 . 
解 : 运 动 方程 为 


T+twr=ay, y+wy=arx. 
将 (23.6) 代 入 可 得 
A(wo-w)=aA,, A,(w-w )=aA,. (1) 
特征 方程 为 
(wi 一 o ) =a’, 
由 此 得 


wi wa, w=w +a. 
当 由 二 di 时 方程 (1) 给 出 A, 二 A,, 当 w= w, 时 方程 (1) 给 出 A, 一 一 A,, 所 以 
万 (Q+ Qi)，y- 方 (Q1-Q) 
(1NM2 相 应 于 正文 中 所 讲 的 简 正 坐标 的 归 一 化 系数 ). 
当 a<o: 时 (两 个 系统 相互 联系 很 弱 ) ,有 
dz 一 ah2ow)， ww + of(2w,). 
在 这 种 情况 下 过 和 y 的 变化 还 是 两 个 频率 接近 的 振动 合成 的 , 即 具有 频率 为 w， 
一 wi 二 Qa/wo 的 拍 的 性 质 ( 参 见 §22). 当 坐标 x 的 振幅 达到 最 大 值 时 ,坐标 y 的 
振幅 达到 最 小 值 ,反之 亦 然 . 
习题 3 试 求 平面 双 摆 的 微 振 动 ( 见 图 1). 
解 :对 于 微 振动 (g,<<1, vg,<<1), 在 35 的 习题 1 中 得 到 的 拉 格 朗 目 函 数 写 
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成 
| 十 7m , m m+m m 
L=- 7 -11 Y1 + 02 p27+ mal /2 2P1 2 一 -了 -gli 91 一 -8L2 92 
运动 方程 为 


(mt ma)ly Bt ml tmt+m,)gep=0, 
ll Pi1t il, p21+ gs =0. 
将 (23.6) 代 入 后 可 得 
A(mt+m)(g-liw)—-A,w m,!/,=0, 
-Alw +A,(g—-/l,w )=0. 
特征 方程 的 根 为 


ww1.2 = {Cm + m2)(l1 + 7,)+ 


6 
2midli, 
Vmitm)[m t+m)(l t+) 4m,]}. 


当 mi 一 co 时 ,频率 趋 于 极限 值 V g/l1 和 V gil ,相应 于 两 个 单 摆 独 立 振动 . 
习题 3 试 求 质 点 在 有 心力 场 品 =kr /2 中 的 运动 轨迹 ( 称 为 空间 振子 ). 
解 : 像 所 有 有 心力 场 一 样 ,运动 发 生 在 一 个 平面 内 ,我 们 取 这 个 平面 为 zy. 
每 个 坐标 的 变化 是 频率 均 为 w= 二 Vkjm 的 简单 振动 : 
T=acos(wtt+a), y= beos( wt + 8) 
或 者 
T=acosp, y=bcos(p+6)= becosdcosp — bsindsing, 
其 中 引入 了 记号 p=awt+a，86=8-a. 由 此 求 出 sinp 和 cosg 并 求 它们 的 平 
方 和 ,可 得 轨迹 方程 
Z 2 2 
a” bb” ab 
这 是 中 心 在 坐标 原点 的 杭 国 中. 当 89=0 或 者 8=z 时 轨迹 退化 为 直线 段 . 
$24 ”分子 振动 


如 果 我 们 讨论 相互 作用 质点 组 成 的 系统 ,不 是 处 于 外 场 中 , 则 不 是 所 有 的 自 
由 度 都 具有 振动 特性 .分 子 就 是 一 个 典型 的 例子 .除了 原子 在 分 子 内 在 平衡 位 置 
附近 振动 以 外 ,分 子 整 体 还 作 平 动 和 转动 . 

平 动 有 3 个 自由 度 ,一 般 情况 下 ,转动 也 有 同样 的 自由 度 , 所 以 由 ”个 原子 
组 成 的 分 子 的 3n 个 自由 度 中 ,有 3n -6 个 相应 于 振动 .所 有 原子 沿 着 直线 排列 


cosd = sin’ 6. 


DD 在 §14 已 经 指出 ,在 有 心力 场 UU= kr*/2 中 质点 沿 着 封闭 曲线 运动 . 
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属于 特殊 情况 .既然 绕 这 个 直线 的 转动 没有 意义 ,这 种 情况 下 转动 有 2 个 目 由 
度 , 因 此 振动 有 3n 一 5 个 自由 度 . 

在 求解 分 子 振动 的 力学 问题 时 ,最 好 先 不 考虑 平 动 和 转动 自由 虐 . 

为 了 消除 平 动 ,可 以 认为 分 子 的 动量 等 于 零 .由 于 这 个 条 件 意味 着 分 子 的 质 
心 不 运 动 ,可 以 选择 它 的 3 个 坐标 为 常数 . 设 六 = ro+ ws (其 中 ro 是 第 a 个 原 
子 静 止 平 衡 位 置 的 径 矢 ,而 wu 是 其 偏离 平衡 位 置 的 矢量 ) ,我 们 可 将 条 件 


Dy mr, 三 Const 三 > mar 
表示 为 
mu, = 0. (24.1) 
为 了 消除 转动 ,应 该 令 分 子 的 动量 矩 等 于 零 . 因为 动量 矩 不 是 坐标 的 任何 隔 
数 对 时 间 的 全 导数 ,所 以 ,一般 来 讲 , 消 除 转 动 的 条 件 不 可 能 是 哪个 函数 等 于 零 
的 形式 .然而 , 微 振 动 恰好 属于 特例 .事实 上 ,再 设 r = rot+w ,上 略 去 wu 的 二 阶 
小 量 ,分 子 的 动量 矩 为 


M= Dj mr X UY, SO > mr x tv, = CC Simro X W,. 
在 这 样 的 近似 下 ,消除 分 子 转动 条 件 可 以 写成 
Dj miro xu,=0 (24.2) 
(这 时 坐标 原点 可 以 任意 选择 ). 

分 子 简 正 振动 可 以 根据 原子 运动 特征 分 类 ,分 类 是 基于 (在 平衡 位 置 上 的 ) 
原子 在 分 子 内 对 称 分 布 的 思想 .为 了 实现 这 个 目的 ,有 基于 群 论 的 一 般 方法 ,这 
将 在 本 教程 的 男 一 卷 中 讲述 .这 里 我 们 讨论 几 个 简单 的 例子 . 

如 果 分 子 的 所 有 nn 个 原子 位 于 一 个 平面 内 , 则 可 以 区 分 原子 的 面 内 简 正 振 
动 和 面 外 人 简 正 振动 .很 容易 确定 两 种 振动 的 自由 上 度 . 因 为 平面 运动 总 共有 2n 个 
目 由 度 , 从 中 去 掉 两 个 平 动 和 一 个 转动 ,原子 面 内 振动 自由 度 为 2n - 3. 其余 的 
(32 -6)-(22-3)=2 -3 自由 度 对 应 于 面 外 振动 . 

在 线性 分 子 情况 下 ,可 以 区 分 纵向 振动 和 横向 振动 .因为 ”个 质点 沿 着 直 
线 运动 有 nn 个 自由 度 , 从 中 去 掉 平 动 , 则 纵向 振动 自由 度 为 n 一 1. 既 然 线性 分 子 
振动 有 3n 一 5 个 自由 度 , 则 有 2n 一 4 个 横向 振动 自由 度 .然而 ,这 些 振动 有 一 
2 个 不 同 的 频率 ,这 是 因为 每 个 振动 都 可 以 独立 发 生 在 相互 垂直 的 两 个 (通过 分 
子 轴 的 ) 平 面 内 ,由 对 称 性 可 知 每 一 对 简 正 振动 都 有 相同 的 频率 . 





QD 见 第 三 卷 ,《4 量 于 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, $ 100. 





$24 分 子 振 动 - 73 . 


习 题 ” 


习题 1 求 线性 3 原子 对 称 分 子 ABA( 图 28) 的 振动 频率 .假设 分 子 势能 仅 
依赖 于 焉 离 A 一 B,B-A 以 及 角 ABA. 

解 :根据 (24.1) ,原子 纵向 位 移 zi ,zyvzi 满足 关系 

ma(xit+ x3)+ mpzr, 二 0. 
利用 此 和 式 ,从 分 子 纵向 运动 的 拉 格 朗 日 函数 
世 = -了 ( 认 二 妇 ) 二 了 7 i Sr ta) + (zs 一 
中 消去 zx, ,然后 引入 新 坐标 
Q.=zZi+za，Q.=TZi 一 3 

于 是 可 得 


A 








_ Map 2 _ ki 2 
4ms Qt+ 人 4 4 4 


(14 二 21m4 二 ms 是 分 子 的 质量 ). 由 此 可 见 ,Q, 和 QQ 是 简 正 坐标 (精确 到 相差 归 
一 化 系数 ). 坐标 Q, 对 应 着 相对 分 子 中 心 的 反对 称 振动 (x| = xXx;, 图 28a), 其 频 
认为 

kirn 


DIATNB 


tj， 一 


u 





坐标 Q, 对 应 着 对 称 振动 (x| = -zi 图 28b), 频 率 为 


Wl ma 
根据 (24.1) 和 (24.2), 原 子 模 向 位 移 3 1 2 1 ] 
VY1 ?V2 » V3 满足 关系 


ma(yity3)+ msys =0, y= ys, 
(对 称 迹 曲 振动 ,图 28b). 分 子 弯曲 势能 写成 ， 
am 性 ee ee 


RD 其 中 8G 是 角 ABA 偏离 x 的 大 小 ， 人 
可 以 用 位 移 表 示 为 | 


3=7[ (yy) + (ys y2)]. 图 28 


ee 


QD 更 复杂 的 分 子 振动 计算 可 参见 : M. B. Bonpkenmreits, M. A. Enpgienny, B. 1H. Crenanosa. 
Kome6aHHR Moneryn. 一 M.:Tocrexn3naT, 1949;T.TepuGepr, KoneGaTrenpHbre H npamaTenbHble cmrexTpbl 


MHOroaTOMHPIX Monexyn. 一 M. :IIJI,1949 . 
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将 所 有 的 位 移 yi ,ya ,ya 用 9 表示 ,可 得 分 子 横向 振动 的 拉 格 朗 日 函数 











7 二 A + ns. kl mama ,2 3 
一 -了 JI y3 -中 一 5 一 47 7 0 ， 
由 此 得 频率 
| 2k2 1p 
(WW,2 二 . 
nanmsp 
习题 2 同上 题 , 但 分 子 ABA 的 形状 为 三 角形 (图 29). 
IT 
4 | 4 


20 








图 29 
解 :根据 (24.1) 和 (24.2) ,原子 位 移 & 在 X 和 了 方向 的 分 量 满足 关系 
ma(xit+ xr3)+ mpzx, =0, 


724(y1 十 y3)+ mayz =0, 
(yi 一 )sina — (zi + x3)cosa =0. 
利用 舌 量 四 一 pk 和 Us 一 U, 在 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 ,可 得 距离 A-B 和 和 
B 一 A 的 变化 量 61| 和 51, 如 下 


S11 =(zxi~ x)sinat+ (yi — 


ya )cosa, 
$71, = 


— (x3 ~ x2)sing + (y; — y; )cosa . 


将 这 两 个 秋 量 向 垂直 于 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 ,可 得 角 ABA 的 改变 量 


= 了 [(zi- Xs )cosa — (yl — y; )sina | + 了 一 (za 一 Ti)cosa 一 (ya 一 


y, )sina | . 
分 子 的 拉 格 朗 日 函数 为 


2 
= 入 (07 + 62 ) 一 0, 





引入 新 坐标 
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Q, =Zi+Z3，， qd1= X11 Xs ,2 三 yl 十 y3. 


将 矢量 wu 的 分 量 用 这 些 新 坐标 表示 


1 
x1= (QQ, + ga)， zr3 -F(RQ, 7 qu), Z2 一 Ce， 
1 1 m 
yi 二 万 (ga + Qcota), .3 二 本 (ga 一 Q, cota )， ya2 一 -2 
B 


计算 后 可 得 拉 格 朗 日 函数 


4 (“2 二 ] 


-了 
is Sn a 











= 一 全 2? + A + A 一 
L= 44 J 4 过 5 4ms 











2 2 ， < 
Q | ma 1 )0+ Agin a ) — (kisint a +2kcos a) - 


* 2 
mip SIn a 8 








2 
QT (kicos’ a +2k,sin a) + qu qz Fp (2k, — ki )sina cosa . 
由 此 可 见 , 坐 标 Q。 对 应 于 频率 为 
ww2 = 一- (asinza | 
A MA; 


的 相对 于 Y 轴 的 反对 称 振动 (xz! = yi 三 一 轨 ， 图 29a). 


坐标 g,1 ,9 对 应 于 两 个 振动 (相对 了 轴 对 称 :Zi= 一 zy yi 三 轨 ， 图 29a 和 


29b) ,其 频率 ww ,wy 是 二 次 (w ) 特 征 方程 


ww’ -| (I+ oo8 a ) + (1+ sin a ) | + EAT =0 
mi m m 


B 








的 根 . 当 2a=r 时 ,所 有 这 些 频率 与 习题 ] 相同 . 
习题 3 同上 题 , 但 分 子 ABC 非 对 称 ( 图 30). 
解 :原子 纵向 位 移 (x) 和 横向 位 移 (y) 之 间 的 关系 为 
maxzi t+ 72pZ + mexs =0, 7 ) 7 
may1 十 mpyz + mcey3 二 0， Cc B 
maliyi 一 metls ya. 
拉 伸 和 弯曲 势能 为 图 30 
kyl” 
2 
(27!= 如 + 六 ). 类 似 习题 贡 ,计算 可 得 横向 振动 频率 
2 生生 ( 人 + 和)， 





k ki 
(8) + (1) + 





mc ma Msp 


两 个 纵向 振动 频率 wl ,wp 满足 二 次 (w’) 特 征 方程 
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|] i 一 


mampme 





§25 阻尼 振动 


到 现在 为 止 ,我 们 都 是 假设 物体 的 运动 发 生 在 真空 中 或 者 介质 对 运动 的 影 
啊 可 以 忽略 .实际 上 ,物体 在 介质 中 运动 时 ,介质 会 产生 阻力 使 运动 减 慢 .这 时 运 
动物 体 的 能 量 最 终 转 化 为 热量 ,或 者 说 终 将 耗 散 . 

在 这 种 情况 下 运动 过 程 已 不 再 是 纯 力 学 过 程 ,研究 需要 考虑 介质 的 运动 ,以 
及 物体 和 介质 的 内 部 热 状态 .特别 是 ,一般 情况 下 不 能 认为 ,运动 物体 的 加 速度 
仅仅 是 给 定时 刻 的 坐标 和 速度 的 函数 , 即 不 存在 这 种 力学 意义 上 的 运动 方程 了 . 
因此 ,在 介质 中 的 运动 问题 已 经 不 是 力学 问题 . 

然而 ,存在 一 些 情况 ,在 介质 中 的 运动 可 以 近似 地 用 力学 方程 描述 ,这 需要 
在 方程 中 引入 补充 项 .如 果 振 动 频率 小 于 在 介质 内 耗 散 过 程 的 频率 , 则 属于 这 种 
情况 .在 这 种 情况 下 ,可 以 认为 在 物体 上 作用 了 仅 依 赖 于 速度 的 摩擦 力 ( 对 于 均 
匀 介 质 ). 

如 果 速 度 足 够 小 ,可 以 将 摩 握力 按 速度 的 害 次 展开 .因为 在 静止 物体 上 没有 
任何 摩擦 力作 用 ,所 以 零 次 项 为 零 . 未 消失 的 第 一 项 与 速度 成 正比 .于 是 ,作用 在 
广义 坐标 为 z 的 一 维 振动 系统 上 的 摩擦 力 六 可 以 写成 

六 = 一 ax 之 ， 
其 中 a 为 正 的 系数 , 负 呈 表示 力 的 方向 与 速度 相反 .将 这 个 力 补充 到 运动 方程 
( 见 (21.4)) 的 右 端 ,可 得 


mzx= ~ kr-ax. (25.1) 
除 以 mx 并 引入 记号 

0 (255 

nm mm 


wo 是 没有 摩擦 力 时 系统 自由 振动 的 频率 .4 称 为 阻尼 系数 中. 
于 是 ,我 们 有 方程 
XX+2AZ+w r=0. (25.3) 
根据 求解 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 方法 ,假设 x =e” 可 得 关于 + 的 特征 方程 
r*+2Ar+wi=0. 


方程 (25.3) 的 通 解 为 ; 
LCE Te, rz Ny A — we. 


中 无 晤 纲 乘积 +T( 其 中 全 =2n/w 是 周期 ) 称 为 对 数 阻尼 讲 减 量 . 
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下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
如 果 < oo , 则 xr 有 两 个 共 斩 复 值 .运动 方程 的 通 解 可 以 写成 
xz=RelAexp( -Mt+iVo A)|, 
其 中 A 是 任意 复 常 数 .也 可 以 写成 
过 一 ae "cos(wt+a), w= wi 一 12， (25.4) 
其 中 a 和 a 是 实 常数 .这 些 公式 表示 的 运动 称 为 阻尼 振动 .可 以 看 作 是 振幅 按 
指数 规律 衰减 的 简 谐 振动 . 振幅 衰减 速度 由 指数 4 决定 ,振动 “频率 ”w 小 于 无 
阻尼 时 自由 振动 的 频率 .当世 wo 时 ,w 和 wo 之 间 的 差别 是 二 阶 小 量 .由 于 摩 
榨 总 是 阻碍 运动 , 故 有 阻尼 时 频率 减 小 是 显然 的 . 

如 有 果 A4wo, 则 在 一 个 周期 2x/w 之 内 阻尼 振动 的 振幅 几乎 不 变 .这 时 研究 
坐标 和 速度 的 平均 值 (一 个 周期 肉 ) 很 有 意义 , 取 平 均 时 忽略 乘 子 e “的 变化 .所 
以 系统 的 平均 能 量 衰减 规律 为 

E= Ee ”, (25.5) 
其 中 E。 是 能 量 的 初 值 . 

现在 假设 > oo .那么 r 的 两 个 值 都 是 实数 ,并且 两 个 都 是 负数 . 通 解 可 与 

成 


X=cexp[ (A—VA wo)tl+t+cec expL—- (A+VA 一 ao)t] (25.6) 
可 见 , 在 这 种 阻尼 足够 大 的 情况 下 ,运动 |z | 单调 递减 , 即 趋 近 于 平衡 位 置 ( 当 
1 一 co 时 ). 这 种 类 型 的 运动 称 为 非 周期 衰减 . 
最 后 ,在 = wu 的 特殊 情况 下 ,特征 方程 总 有 一 个 根 ( 重 根 ) 为 >= -1. 这 
时 运动 方程 的 通 解 为 
X=(cit+c,t)e *. (25.7) 
这 是 非 周 期 衰减 的 特殊 情况 , 仍 具 有 振动 性 质 . 
对 于 多 目 由 度 系 统 , 相 应 于 广义 坐标 x, 的 广义 麻 擦 力 是 速度 的 线性 函数 


fiw = 一 人 oa (25.8) 
此 


从 纯粹 的 力学 角度 考虑 ,无 法 得 出 系数 a 对 下 标的 对 称 性 结论 .用 统计 物理 的 
方法 可 以 证 明 人 了， 


Q 庆 一 Qi (25.9) 
故 公 式 (25.8) 可 以 写成 导数 形式 z 
fs=-<E, (25.10) 
9X, 


OD 参见 第 五 卷 ,《 统 计 物 理学 1》, § 121. 
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其 中 二 次 型 
1 La Ld 
F 一 2 > aa 二 (25.11) 


称 为 耗 散 函 数 . 
在 拉 格 朗 日 方程 的 右 端 加 入 力 (2$.10) ,得 


daL 3aL _ aF 
da dx 元 (25.12) 


耗 散 函 数 有 重要 的 物理 意义 , 它 决 定 了 系统 中 能 量 耗 散 的 强度 .这 很 容易 证 . 
明 ,只 要 计算 机 械 能 对 时 间 的 导数 即 可 .我 们 有 

dE d . 9L . /dd 9L 9L . oF 

dr df 2 = EA 并 =- . i 
由 于 下 是 速度 的 二 次 函数 ,根据 欧 拉 齐 次 函数 定理 ,上 式 右 端的 和 等 于 2 开 . 于 
是 


dE/di = -2F, (25.13) 
即 系统 能 量变 化 速度 等 于 2 倍 耗 散 函 数 .因为 耗 散 过 程 会 导致 能 量 减 小 ,总 是 有 
F>0, 即 二 次 型 (25.11) 是 正定 的 . 
将 力 (25.8) 加 入 方程 (23.5) 的 右 端 ,可 得 存在 阻尼 时 微 振 动 方 程 


Oma Er t+ > =— > am (25.14) 
在 这 些 方程 中 令 
xX, = A,e”, 
约 去 e” 后 可 得 常数 A, 满足 的 线性 代数 方程 组 
> (mar + aar + ka)A, = 0 (25.15) 
令 行 列 式 等 于 零 可 得 特征 方程 
[mr + oart+k,|=0, (25.16) 


可 求 得 . / 

这 是 > 的 2s 阶 方程 .因为 所 有 系数 都 是 实数 ,方程 的 根 或 者 是 实数 ,或 者 是 
成 对 复 共 罗 . 这 时 实 根 一 定 是 负数 , 复 根 的 实 部 一 定 是 负 的 .否则 坐标 和 速度 以 
及 系统 的 能 量 都 会 随 着 时 间 指 数 增加 ,但 摩擦 力 应 该 使 能 量 减 小 . 
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研究 有 摩擦 时 的 强迫 振动 类 似 于 $22 研究 无 摩擦 振动 .我 们 详细 研究 非常 
有 意义 的 周期 强迫 力 情况 . 
在 方程 (25.1) 的 右 端 加 入 外 力 fcosYt 并 除 以 mm, 可 得 运动 方程 
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E12A2+ wx= cosyt (26.1) 
求解 这 个 方程 用 复数 形式 更 方便 ,为 此 在 右 端 用 e” 代 将 cosyt : 


+247+ wr= er”. 


我 们 求 x = Be ”形式 的 特 解 ,对 于 B 有 


B= (26.2) 


f 
m(w— y+2iA7Y). 
将 B 写成 5e" 的 形式 ,对 于 65 和 6 有 
p= ,and=_ 7 (26.3) 
mV(w— 7 ) +4A 7’ 7 wo 
最 后 ,将 表达 式 Be”= pe 2 的 实 部 分 离 出 来 ,可 得 方程 (26.1) 的 特 解 ,再 加 
上 其 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 (我 们 给 出 w, > 的 情况 ) ,最 终 得 





r=ae “cos(wt +a)+ becos( yt +8). (26.4) 
第 一 项 随时 间 指 数 误 减 ,经 过 足够 长 时 间 后 只 剩 下 第 二 项 : 
T= bcos(yt+6). (26.5) 


强迫 振动 的 振幅 5 的 表达 式 (26.3) 在 y 接近 w, 时 也 增 大 ,但 是 不 会 像 无 
阻尼 共振 那样 趋向 无 穷 . 对 于 给 定 的 力 幅 值 f, 在 y=V wi-2XY 时 振幅 最 大 . 当 
A 安 w。 时 ,这 个 值 与 w。 之 差 是 二 阶 小 量 . 
我 们 研究 接近 共振 的 区 域 . 设 y= w +s, 其 中 。 是 小 量 ,我 们 又 假设 1 二 
wo .那么 在 (26.2) 中 可 以 做 近似 替换 
六 -oog=(7Y+ao)(7y 一 oo)sz2ooe， 2iM7ys2ihwo ， 


因此 
B=- 7 (26.6) 
2m(e—iA)w, 
或 者 
加 f | 
8 三 一 一 一 一 一 一， tan06 一 一 . (26.7) 
2mwo Vs 十 入 和 


我 们 研究 当 强 迫 力 频率 改变 时 ,振动 与 强迫 力 的 相位 关 6 的 变化 特点 .这 
个 差 总 是 负 的 , 即 振动 “落后 "于 外 力 . 远 离 共 振 时 ,如 果 y< we 则 $ 趋 于 零 ,如 
朱 7yY>w 则 3 趋 于 -~zr. 在 接近 wo 的 狭窄 区 域 (宽度 为 4) 内 ,6 从 零 变 化 为 -~ r， 
当 y= w。 时 相位 差 为 -x/2. 我 们 发 现 , 无 摩擦 时 强迫 振动 相位 在 y = ws 时 产生 
幅度 为 x 的 突变 ((22.4) 的 第 二 项 改变 符号 ) ,阻尼 “ 抹 平 * 了 这 个 突变 . 

当 系 统 的 强迫 振动 处 于 平稳 运动 (26.5) 时 ,系统 的 能 量 保持 不 变 . 这 时 系统 
不断 (从 外 力 源 ) 吸 收 能 量 ,又 因 摩 撩 而 耗 散 掉 . 我 们 用 外 力 频 率 的 函数 T(7y) 表 
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示 单 位 时 间 内 平均 吸收 的 能 量 .根据 (25.13) 有 
I(7Y)=2F, 
其 中 下 是 耗 散 函数 (对 振动 周期 ) 的 平均 值 .对 于 一 维 运动 , 耗 散 函数 的 表达 式 
(25.11) 写 成 FF=ax = 和 mx. 将 (26.5) 代 入 得 
F=A mb’ ysin (yt +6). 
正 引 的 平方 对 时 间 的 平均 值 为 1/2, 所 以 


I(Y)=A mo’Y’. (26.8) 
在 共振 附近 ,代入 振幅 (26.7) 得 
1(e)= 六 (26 .9) 


能 量 吸收 对 频率 的 这 种 依赖 关系 称 为 色散 .在 某 个 e 值 时 I(e) 等 于 e=0 
时 的 一 半 , 则 ie| 称 为 共振 曲线 (图 31) 的 半 宽 度 .由 公式 (26.9) 可 知 ,这 个 宽度 
等 于 阻尼 系数 4 .曲线 最 大 值 的 高 度 





图 31 


1(0)= 4 


写成 反比 .因此 ,阻尼 系数 越 小 ,共振 曲线 越 高 , 即 最 大 值 更 尖 . 但 这 时 共振 曲 
线 下 面 的 面积 不 变 . 
这 个 面积 由 积分 


| ray = | I(e)de 


给 出 .因为 1(e) 在 |e| 增 大 时 迅速 减 小 ， 很 大 1e| 的 区 域 无 关 紧要 可 以 在 积分 时 
将 Te) 写成 (26.9) 的 形式 ,积分 下 限 换 为 - oo. 那么 








| I(e)de = 公信 = = 于 . (26.10) 
习 题 


习题 ” 试 求 外 力 f= foe” cosyt 作用 下 有 摩擦 的 强 连 振动 . 
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解 : 我 们 求解 复数 形式 的 运动 方程 
Fw ei 
m 
然后 分 离 解 的 实 部 .结果 可 得 强迫 振动 
过 二 De cos(yXt 十 人)， 
其 中 


二 fo 27y(a 十 人) 


,tan 
mw ta -y+2a) + 4y (atAy wi +a —y +2aN 
$27 参数 共振 


存在 一 种 非 封闭 振动 系统 ,外 力 的 作用 可 以 归结 为 其 参数 随时 间 的 变化 了 . 
拉 格 朗 日 函数 (21.3) 中 的 m 和 k 就 是 一 维系 统 的 参数 ,如 果 它 们 依赖 于 时 
间 , 则 运动 方程 为 


CE (mi)+hr=0, (27.1) 


用 新 自 变 量 r 代替: ,dr=dzt/m(t), 则 方程 变 为 
d’ x 
dr” 

因此 ,不 失 一 般 性 ,研究 下 面 形 式 的 方程 就 足够 了 

二 并 
dz 

这 个 方程 可 以 由 (27.1) 中 令 mm = const 得 到 . 

肾 数 w(z) 的 形式 由 问题 的 条 件 决 定 . 假 设 这 个 函数 是 周期 的 ,频率 为 y( 周 

期 为 工 =2r/7y). 这 就 是 说 ， 





+ mkz =0. 





+ w(t)x=0. (27.2) 


w(ti+ TT)= w(t), 
因而 方程 (27.2) 在 变换 :一 :+ 本 下 保持 不 变 .由 此 可 知 , 如 果 zx(z) 是 方程 的 
解 , 则 函数 z(t+ 丁 ) 也 是 解 . 换 句 话说 ,如 果 x1(t) 和 x,(i) 是 方程 (27.2) 的 两 
个 独立 的 解 , 则 变量 替换 :~ 上 + 了 后 这 两 个 函数 可 以 用 原 函 数 线性 表示 .这 种 
情况 下 让 以 选择 z; 和 x, 使 得 变量 替换 1+~> 上 + 了 导致 乘 以 常数 @ 
ZiCt 二 了 TI) 一 AZiCt)， rt+T)= ,x(t). 

有 具有 这 种 性 质 的 孔 数 的 一 般 形式 为 

zri(t)=p H(t), z(t)= pH,(t). (27.3) 


由 ”一 个 简单 的 例子 是 单 摆 ,其 悬挂 点 在 紧 直 平面 内 按 给 定 周 期 规律 运动 (见习 题 3). 
多 ”这 种 选择 等 价 于 将 zx; (1) 和 x2(1) 的 线性 变换 矩阵 对 角 化 ,需要 求解 相应 的 二 次 特征 方程 . 我们 
假设 这 个 方程 的 根 不 重合 . 
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其 中 H(t) 和 了 ,(t) 是 时 间 的 周期 少数 (周期 为 工 ). 
这 些 函 数 中 的 常数 jy， 和 jy, 应 该 满足 确定 的 关系 .事实 上 ,将 方程 
Ttow (i)r=0, XY,+w (1t)x,=0 


分 别 乘 以 zx， 和 x, , 相 减 后 可 得 
TI 并 一 TTI = (zz — T,X1)=0 


或 者 
TIX, — XT = Const. (27.4) 
然而 ,对 任何 形 如 (27.6) 的 函数 x1(1) 和 x,(1), 在 1 变 为 :+ 本 时 ,上 面 表达 式 
左 端 乘 以 jp. 所 以 ,为 了 使 等 式 (27.4) 在 任何 条 件 下 ,必须 有 
Al1A2 =1. (27.5) 
从 方程 (27.2) 的 系数 为 实数 出 发 ,可 以 进一步 给 出 关于 稼 数 pi ,ys 的 结 
论 . 如 果 z(t) 是 方程 (27.2) 的 某 个 解 , 则 复 共 斩 函 数 z "(1) 也 满足 该 方程 . 由 此 
可 知 ,常数 kw ,ws 应 该 与 另 一 对 常数 kr ,pz 重合 , 即 wy = Ap 或 者 ,41 都 
是 实数 .在 第 一 种 情况 下 ,考虑 到 (27.5), 有 p=1ixi , 即 | 和 | = 上 = 工党 
数 ww 和 js 的 模 都 等 于 1. 
在 第 二 种 情况 下 ,方程 (27.2) 的 两 个 独立 解 的 形式 为 
zit)=y H(t), rl(t)= "H(t), (27.6) 
并 且 w 是 不 为 1 的 正 实数 或 者 负 实 数 .这 些 函 数 之 一 ( 当 |4|l >1 和 |y|<1 时 
为 第 一 个 或 者 第 二 个 函数 ) 随 时 间 指 数 增长 .这 就 是 说 ,系统 的 静止 状态 (在 平衡 
位 置 zx=0) 不 稳定 :偏离 这 个 状态 任意 小 量 ,都 会 使 出 现 的 位 移 x 随时 间 快 速 
增长 .这 种 现象 称 为 参数 共振 . z 
应 该 注意 的 是 , 当 x 和 z 的 初 值 严格 等 于 零 时 ,它们 以 后 也 等 于 零 , 这 不 同 
于 通常 的 共振 ($22). 在 通常 共振 情况 下 ,从 零 初 始 条 件 出 发 位 移 也 会 随时 间 增 
长 (正比 于 2#). 
下 面 我 们 研究 一 种 重要 的 参数 共振 情况 ,函数 w(z) 与 弟 数 w。 相 差 很 小 ， 
并 且 是 周期 函数 
w(t)= wil(l+ hecosyt), (27.7) 
其 中 常数 用 1( 可 以 认为 是正 数 ,这 是 因为 总 可 以 通过 选择 时 间 起 点 来 实 
现 ). 下 面 将 会 看 到 ,如果 函数 w(1) 接 近 wo 的 两 倍 , 则 参数 共振 更 强烈 .所 以 假 
设 
Y=2wo+&€,， 


其 中 se< 科 ww. 
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求解 运动 方程 中 
T+ woi[1+Acos(2ow+es)t]z=0 (27.8) 


”时 ,我 们 假设 解 的 形式 为 





za(Dcos( wut)jtt osin[ vot) (27.9) 


2 2 

其 中 a(z) 和 64(z) 是 随时 间 变 化 很 慢 ( 与 cos 和 sin 相 比 ) 的 范 数 : 解 的 这 个 形式 日 
然 不 是 精确 的 .事实 上 ,函数 z(t) 也 包括 频率 与 oo + ef/2 相差 为 2w。+e 的 整数 倍 
的 项 .然而 ,这 些 项 是 六 的 高 阶 小 量 ,在 一 阶 近似 中 可 以 忽略 (参见 习题 1). 


将 (27.9) 代 入 (27.8) ,保留 s 的 一 阶 项 ,这 时 假设 & 一 se ， 5 一 上 (这 个 假 
设 在 共振 情况 下 的 正确 性 由 结果 保证 ). 将 三 角 函 数 的 乘积 展开 为 三 角 图 数 之 
和 ,如 
3e 


cos| ws + 到 jcos(2 to) =Fc0s| 3on + 于 jt+ 坟 cos [oo + 于 


等 等 ,我 们 略 去 频率 为 3 oo + 纯 } 的 项 ,结果 可 得 


一 [2a ober es Joosin( w+ 三 je [26 -ae + ra joocos( w+):=0, 
这 个 等 式 成 立 要 求 sin 和 cos 的 系数 都 等 于 零 . 由 此 可 得 函数 a(t) 和 6(z) 的 两 
个 线性 微分 方程 .我 们 来 求 这 两 个 方程 的 正比 于 e” 的 解 .于 是 有 








这 两 个 代数 方程 协调 条 件 为 





= 区 -ee (27.10) 


发 生 参 数 共 振 的 条 件 是 * 为 实数 ( 即 s?*>0) 吕 .可 见 ,参数 共振 发 生 在 2w， 
附近 的 区 间 包 


_ hwo hwo 
5 <e< 了 








(27.11) 


@ 这 种 方程 (y 和 hh 是 任意 的 ) 在 数学 物理 中 称 为 马 丢 方程 . 

@ 在 (27.6) 中 的 常数 py 与 :的 关系 是 p=-e™0( 当 + 圭 换 为 :+2n/2wo 时 ,在 (27.9) 中 的 sin 和 
cos 改变 符号 ). 

@ ”如 果 只 对 共振 区 间 的 边界 感 兴趣 (对 在 内 部 ; 的 表达 式 不 感 兴趣 ) , 则 计算 可 以 简化 ,只 要 注意 
到 在 边界 上 s=0, 即 (27.9) 中 系数 a 和。 为 常数 ,这 时 我 们 立即 得 到 相应 于 区 间 (27. 11) 的 边界 = 


+ wol2. 
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这 个 区 间 的 宽度 与 h 成 正比 ,振动 增强 指数 * 在 该 区 间 有 同样 的 量 级 

在 系统 变化 频率 y 接近 2wo/n(n 为 任意 整数 ) 情 况 下 ,也 会 发 生 参 数 共振 
但 共振 区 间 ( 不 稳定 区 间 ) 的 宽度 随 n 以 h" 的 规律 迅速 减 小 (见习 题 2) .振动 增 
强 指 数 也 同样 减 小 . 

在 系统 存在 微弱 摩擦 时 ,也 存在 参数 共振 现象 ,但 不 稳定 区 间 变 小 .在 $25 
中 我 们 已 经 看 到 ,摩擦 使 振幅 按 e“ 的 规律 减 小 .所 以 参数 共振 时 振动 增强 规律 
为 e*”'( 正 数 ;是 无 摩擦 情况 的 解 ) ,不 稳定 区 间 由 等 式 -=0 确定 .于 是 ， 
利用 (27.10) 中 的 ; ,我 们 可 得 代替 (27.11) 的 共振 区 间 


—V (hwo/2) — 4A <e<V (hw /2): 44". (27.12) 
注意 到 ,这 时 不 是 对 于 任意 小 的 hh 都 能 发 生 共 振 , 而 是 必须 大 于 一 个 确定 
的 “ 闪 值 ”h, ,在 (27.12) 情 况 下 为 


可 以 证 明 , 对 于 接近 频率 2w。/n 的 共振 , 阔 值 h 正比 于 XA” , 即 随 着 ”增加 ， 
习 十 


习题 1 试 求 在 y=2w。 附近 共振 的 不 稳定 区 间 边 界 , 精 确 到 h” 量 级 . 
解 : 设 方程 (27.8) 的 解 形式 为 
T=aocos(wo +Tel12)r+Dosin(ow 十 s/12)7 十 
aicos3(w, + se/12)t+pisin3(ow 十 sj/2)7， 
这 里 考虑 了 hh 的 更 高 阶 项 (与 (27.9) 比 较 ). 我 们 只 对 不 稳定 区 间 的 边界 感 兴 
趣 ,假设 系数 au,pbo,ai,p 是 常数 (相应 于 在 第 83 页 的 脚注 里 提 到 的 ), 在 代入 
方程 (27.8) 时 ,将 三 角子 数 之 积 化 为 三 角 通 数 之 和 , 略 去 频率 为 S(w + ef/2) 的 
项 ,这些 项 在 更 高 阶 近 似 中 才 需 要 .于 是 我 们 有 


er” hs hws E 
a (we t+) et Da |eos( wo+ je+ 











4 2 2 2 
“ Po hwo 
E 。 3 
CI 
EE -8w?a cos3 [wo + 5 s+ | 5， |sin3{ wo + 三 jz=0 
00 一 8woal |cos3( wo ti 7 1 lsin3| wo t+ . 


在 频率 为 wo + ef/2 的 项 中 保留 一 阶 和 二 阶 小 量 , 在 频率 为 3(wo + ef/2) 的 项 中 保 
留 一 阶 小 量 . 每 个 方 括号 内 的 表达 式 都 应 该 分 别 等 于 零 .由 后 面 两 个 方 括号 可 得 


天 _h 
ai 二 12o， b1= 6 


然后 再 由 前 两 个 方 括号 可 得 


bv， 
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求解 这 个 方程 ,精确 到 h* 量 级 ,我 们 可 得 不 稳定 区 间 边 界 的 。 值 : 
hwo hwo 


2 32 | 

习题 2 试 求 在 y = wy 附近 共振 的 不 稳定 区 间 边 界 . 

解 : 令 Y= wo +&, 可 得 运动 方程 

T+wr [lt+heos(w, + e)tlxr=0. 

注意 到 所 求 边界 值 es 一 A ,我 们 求 如 下 形式 的 解 ; 
T=aocos(wo t+ e)t+ bosin(wo te)t +aicos2(w, +e)t+b,sin2(w,s +e)tt+e,, 
在 此 式 中 同时 考虑 了 两 个 一 阶 项 .为 了 求 不 稳定 区 间 边 界 , 我 们 假设 系数 都 是 常 
数 ,得 








二 十 


2 


h 
a + hwo ci jas(w t+ e)tt+ | ~ Zwo ebo 十 


2 
hwo 


2 


2 
hwn 


5 b, |sin(o te)tt+ 


| — 2 wo &C0 十 


2 
hwo 


2 





| -3 a1+ ao |cos2( wot e)t+ | — 320+ bo |sin2( wo + e) t+ 





由 此 可 得 


于 是 可 得 不 稳定 边界 : 
se 二 一 河 wo， = = hw 


习题 3 设 平面 摆 的 悬挂 点 在 竖 直 平面 内 振动 , 试 求 此 平面 摆 微 振动 的 参 
数 共 振 条 件 . 

解 :根据 $5 的 习题 3 求 得 的 拉 格 朗 日 函数 , 微 拍 动 (g<<1) 的 运动 方程 为 
< 
/ 
其 中 wi = g/1. 由 此 可 见 ,4all 起 着 正文 中 小 参数 及 的 作用 .条 件 (27.11) 写 成 


如 下 形式 ; 


B+ wo 1 二 4 cos(2wo + e ) D=0， 


2aVg 
! 


$28 ” 韭 简 谐振 动 
此 前 的 微 振动 理论 建立 在 系统 势能 和 动能 分 别 展开 到 坐标 和 速度 的 二 阶 项 
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基础 上 ,这 时 运动 方程 是 线性 的 ,在 这 种 近似 下 研究 线性 振动 .在 振幅 足够 小 的 
条 件 下 这 种 近似 是 合理 的 ,然而 ,考虑 更 高 阶 的 近似 ( 称 为 非 简 谐 振动 或 者 非 线 
性 振动 ) 会 发 现 某 些 运动 ,尽管 这 些 运动 是 微弱 的 ,但 在 本 质 上 却 具有 新 的 特性 . 
我 们 将 拉 格 朗 日 函数 展开 至 3 阶 .这 时 势能 中 出 现 坐标 x, 的 3 阶 项 ,在 动 
能 中 出 现 速 度 和 坐标 的 乘积 , 如, zx. 与 表达 式 (23.3) 不 同 的 是 ,在 函数 
ax{(d) 的 展开 式 中 保留 了 z 的 一 阶 项 .于 是 , 拉 格 骨 日 函数 的 形式 为 


L = Em 元 ;元 一 Rh) + 到- 7 Dn ,TX 一 § Ew, 
(28.1) 
其 中 nj ,lw 是 新 的 第 系 数 . 
如 果 从 任意 坐 祭 x; 变换 到 简 正 坐标 Q, (线性 近似 ), 则 由 于 变换 是 线性 的 ， 


(28.1) 的 第 3 和 第 4 个 和 变 为 类 似 的 和 ,其 中 坐标 zx 和 速度 z, 将 被 Q,， 和 Q， 
代替 .我 们 将 这 些 和 的 系数 用 4,s 和 ys 表示 , 拉 格 朗 日 函数 可 写成 


1 。 。 1 
L = FQ WW “Q: ) 十 TE Q, QoQ, EA 


(28.2) 
我 们 不 想 完整 地 写 出 这 个 拉 格 天 日 函数 导出 的 运动 方程 .这 个 方程 的 形式 
为 


Q, + wiQ,=/,.(Q,Q,Q), (28.3) 
其 中 f. 是 坐标 Q 及 其 对 时 间 导 数 的 二 次 齐 次 函数 . 
利用 逐 阶 近似 的 方法 ,我们 求 方程 的 如 下 形式 的 解 : 
Q.=Q，+Q?”， (28.4) 
其 中 Q2<Q ,函数 QW 满足 “无 扰 ” 方 程 
QW + wiQs =0, 


即 为 通常 的 简 谐 振动 
Q'Y = a,cos(w,t + oa, ). (28.5) 
在 高 一 阶 近似 中 ,在 (28.3) 右 端 只 保留 到 二 阶 小 量 , 可 得 Q。 的 方程 
Q2 +owozQ2 =£(QV ,QQ )， (28.6) 


其 中 右 端 应 该 代入 (28.5). 结 果 我 们 得 到 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 右 端 可 以 变换 
为 简单 周期 函数 之 和 .例如 


QQ = asagcos( wt + as )cos( wat + ap) 


= asa | cos[ (w, 十 op 让 t 十 aa + asj + cos[(o。 一 cp 十 as 一 apj |. 
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于 是 方程 (28.6) 右 端 各 项 相应 于 频率 为 系统 固有 频率 之 和 、 之 差 的 振动 . 方 
程 的 解 应 该 包含 同样 周期 的 因子 ,因此 在 二 阶 近 似 中 ,在 频率 为 w。 的 简 谐 振动 
上 附加 了 频率 为 

wt wa (28.7) 

的 振动 (也 包括 倍 频 和 和 零 频 , 零 频 相 应 于 常数 位 移 ) .这些 称 为 组 合 频率 .组 合 振 
动 的 振幅 正比 于 简 谐 振动 的 振幅 之 积 a,as( 或 者 a ) ， 

在 拉 格 朗 月 函数 的 展开 式 中 考虑 更 高 阶 小 量 的 近似 中 ,出 现 的 组 合共 振 的 
频率 是 更 多 频率 的 和 与 差 ,此 外 还 会 出 现 一 个 新 现象 . 

这 就 是 ,在 3 阶 近似 的 组 合 频率 中 出 现 与 原 频率 w 一 致 的 w +w -ww 在 
应 用 上 述 方法 时 ,运动 方程 右 端 将 有 共振 项 ,导致 方程 的 解 中 出 现 随 时 间 增 长 的 
振幅 .但 是 ,从 物理 意义 显然 可 知 ,没有 外 部 能 量 来 源 的 封闭 系统 不 可 能 自己 增 
大 振动 强度 . 

事实 上 ,在 高 险 近 似 中 基 频 w, 与 出 现在 势能 二 次 表达 式 中 “无 扰 ” 值 w 相 
比 发 生 了 变化 .在 解 中 出 现 随 时 间 增 长 项 ,是 因为 下 面 类 型 的 展开 式 

cos{ w+ Aw, )iSscos( wf) — tAw, sin( wz) 

在 上 足够 大 时 ,显然 不 合理 . 

因此 ,在 研究 下 一 阶 近 似 时 , 逐 阶 近似 方法 的 形式 需要 改变 ,要 使 出 现在 解 
中 的 周期 因子 ,从 开始 就 包含 准确 的 而 不 是 近似 的 频率 .由 运动 方程 的 解 无 共振 
项 条 件 可 以 确定 频率 的 改变 ， 

我 们 用 单 自由 度 振动 介绍 这 种 方法 ,将 拉 格 朗 日 晤 数 写成 


7 二 mz 2000 ; ma 3 mp a 
i (28.8) 
相应 的 运动 方程 为 

XY+wr= ar -Br. (28.9) 

我 们 将 寻求 级 数 形式 的 逐 阶 近似 解 
z=x x + rr, 
并 且 
六 人 = acoswt (28.10) 


中 精确 的 w 将 在 后 面 以 级 数 形式 w = ov +t oo + of +… 求 解 出 来 (适当 选择 
初始 时 刻 ,总 可 以 使 初始 相位 角 等 于 零 ). 但 是 这 时 方程 (28.9) 不 是 很 方便 ,这 是 
因为 代入 (28.10) 后 ,方程 的 右 端 不 是 严格 等 于 零 . 所 以 我 们 预先 将 该 方程 形成 
等 价 形式 


2 2 
Cy 
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此 处 假设 x =x +xz2 ,oo= ao+ow2 , 略 去 二 阶 以 上 的 小 量 ,可 得 z2 的 方程 


《1) 


2 2 
Ti +wr 二 一 aa cos wt +2wow ‘a coswt 


aa” aa” 
一 一 COsS(2wt) +2w0w ‘Dy COSCUL . 


2 2 
等 式 右 端 无 共振 项 的 条 件 容易 给 出 ww “=0, 这 与 本 节 开 始 所 讲 的 二 阶 近似 方法 
一 致 .此 后 ,求解 非 齐 次 线性 方程 可 得 


2 
(2) _ _ Qa 
革 提 一 一 一 


2 
7 + DE CoOs(20wt). (28.12) 
Zw oo 


进一步 ,在 (28.11) 中 假设 x=z +x” ”+x ,w=wo+w ,可 得 x 的 
方程 





3) + wi x 一 Fpr zr (2) 一 Br +2wow (2) zl 


或 者 将 该 方程 右 端 代 人 (28.10) 和 (28.12) ,经 过 简单 的 变换 得 








3) 十 2 了 0) 一 -| 和 Er |eos(30r) +a[2aoo + 3 全 -时 28]eosot 
令 共 振 因 子 coswt 的 系数 等 于 零 ,可 得 对 基 频 的 修正 量 
» /38 _ 2 
pe =( 旋 这] , (28. 13) 
它 正比 于 振幅 的 平方 . 于 是 ,3 阶 组 合 振动 为 | 
3) a” a” -ep 
9) 一 = 6 Te (Ft Jeos(3et). (28.14) 
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在 强迫 振动 中 计 入 非 简 谐 项 ,在 共振 现象 中 会 出 现 本 质 的 新 特性 . 
在 方程 (28.9) 右 端 加 入 周期 (频率 为 7 ) 外 力 ,得 


F1242+ r= co Yt— axr’ 一 Ar， (29.1) 


其 中 考虑 了 阻尼 系数 为 (下面 假设 为 小 量 ) 的 摩擦 力 .严格 地 讲 , 在 自由 振动 方 
程 中 考虑 非 线 性 项 的 同时 ,也 应 该 考虑 强迫 力 幅 值 中 的 高 阶 项 ,这 些 高 阶 项 对 应 
于 强迫 力 对 位 移 z 可 能 的 依赖 关系 .我 们 不 计 入 这 些 项 仅仅 是 为 了 简化 公式 ， 
尼 们 不 改变 现象 的 本 质 . 

设 

Y=wote 

(e 是 小 量 ), 即 接近 于 通常 的 共振 .利用 下 面 的 方法 ,我 们 不 研究 方程 (29.1) 就 
可 以 探讨 所 产生 运动 的 特性 . 

在 线性 近似 中 ,在 共振 附近 ,强迫 振动 的 振幅 对 外 力 幅 值 / 和 频率 y 的 依 
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赖 关系 由 (26.7) 给 出 ,该 公式 可 以 写成 


pe +h) = A (29.2) 
振动 的 非 线 性 导致 固有 频率 对 振幅 的 依赖 ,将 固有 频率 写成 
wo + Xb”, (29.3) 


其 中 常数 x 可 以 用 非 简 谐 系数 表示 (参见 (28.13)). 相 应 地 ,在 公式 (29.2) 中 
(确切 地 说 是 在 很 小 的 差 7 - wo 中 ) 用 wo + Xp 代替 wo. 
仍 采 用 记号 。= 7 - oo ,结果 可 得 方程 


2 
所 [(e ~ Xb’) + A ]= 7 (29.4) 
: 0 


了 
四 了 .2 
s 一 MXO = (到 4 


方程 (29.4) 是 六 的 三 次 方程 , 它 的 实 根 确 定 强迫 振动 的 振幅 .在 给 定 外 力 
幅 值 f 时 ,我 们 研究 这 个 振幅 对 外 力 频 率 的 依赖 关系 . 
当 足够 小 时 ,振幅 5b 也 很 小 ,可 以 在 (29.4) 
中 忽略 5 的 二 阶 以 上 项 ,我 们 就 得 到 函数 关系 
6(s)( 参 见 (29.2)) ,用 极 大 值 点 为 s=0 的 对 称 曲 
线 表示 (图 32a). 随 着 f 的 增 大 ,曲线 发 生变 形 , 开 
始 还 保持 其 特性 , 即 有 一 个 极 大 值 (图 32b) ,但 极 e 
大 值 移动 到 正 es 一 边 ( 当 XxX>0 时 ). 这 时 方程 b 
(29.4) 的 3 个 根 中 只 有 一 个 是 实数 . [< 
然而 ,从 某 个 特定 值 f= f.( 我 们 下 面 再 确 b 
定 ) 开 始 , 曲 线 的 性 质 发 生 改 变 . 对 于 每 个 > 太 
都 存在 方程 (29.4) 有 3 个 实 根 的 区 域 ,相应 于 图 
32c 中 的 BCDE. 
在 DD 点 和 C 点 的 条 件 dpjds = ce 确定 这 个 
区 域 的 边界 .将 方程 (29.4) 对 s 求 导 得 
dp _ — ebt+ Xb’ 
de e+h2 一 4XYeb2 + 3X 0 
所 以 确定 点 和 C 点 位 置 的 方程 为 (29.4) 和 
e2 一 4Xep2 +3X b++24?=0. (29.5) 


e 的 两 个 值 都 是 正 的 .在 db/de =0 的 点 ,振幅 达到 最 大 值 . 这 时 s = Xe ,由 
(29.4) 得 


或 者 


£ 
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bp =- (29.6) 


2 mwo a 
这 个 值 与 (29.2) 给 出 的 最 大 值 相同 . 

可 以 证 明 ( 我 们 不 在 这 里 给 出 ) ,方程 (29.4) 的 3 个 实 根 中 的 中 间 根 ( 即 图 
32c 上 虚线 段 CD ) ,相应 于 不 稳定 振动 :任意 小 的 微弱 作用 都 会 使 系统 转 到 相应 
于 较 大 根 或 者 较 小 根 的 振动 ( 即 BC 或 者 DE 段 ). 

因此 ,只 有 ABC 和 DEF 两 个 分 支 对 应 着 系统 的 实际 振动 .这 时 存在 允许 两 
个 不 同 振幅 的 频率 区 域 是 非常 重要 的 特性 .所 以 ,在 外 力 频 率 逐 渐 增 大 时 , 强 追 
振动 的 振幅 沿 着 曲线 ABC 增 大 .在 C 点 振幅 发 生 间断 , 跃 落 到 点 ,然后 (在 
继续 增 大 频率 情况 下 ) 沿 着 曲线 EF 变化 .如 果 现 在 减 小 频率 ,强迫 振动 振幅 将 
沿 着 FD 变化 ,在 DD 点 突 跳 到 B 点 ,然后 治 着 BA 减 小 . 

为 了 计算 f ,我 们 注意 到 ,这 是 (456“ 的 ) 二 次 方程 (29.5) 有 重 根 时 对 应 的 了 . 
当 f= fi 时 整个 曲线 段 CD 变 为 一 个 拐点 . 令 二 次 方程 (29.5) 的 判别 式 等 于 零 ， 
得 e* = 3 ,相应 的 根 为 Xb* =2s13. 代 人 方程 (29.4) 可 得 
327° wi A 

3V31X| 

当 yo 时 ,振动 的 非 线 性 除了 使 共振 性 质 改变 ,还 导致 出 现 新 型 的 共振 ， 
即 频率 远离 ou 的 外 力 可 以 激 起 频率 接近 w 的 振动 . 

设 外 力 频 率 为 Y 之 wo/2, 即 


fi = (29.7) 





y= wol2+e. 
在 一 阶 线性 近似 中 ,外 力 激 起 同 频率 的 振动 ,振幅 与 外 力 幅 值 成 正比 , 即 
D _ 41/ 0 
zx 3 (+ Ee 上. 


(根据 公式 (22.4)). 考 虑 非 线 性 后 ,在 二 阶 近 似 中 ,在 方程 (29.1) 右 端 出 现 频率 
为 27 = w。 的 项 .就 是 说 ,将 z" 代 入 方程 
2A) + wi 区 (2) + azt)2 + Br = ~ gx, 


引用 倍 和 角 的 余弦 并 在 方程 右 端 仅 保留 共振 项 ,得 


.。 。 8 
羡 2 十 2 和 宛 2 十 0 工 + ar 十 Br 9 of scCOs( wo + 2e)1.(29.8) 
Mm” wo 


这 个 方程 与 (29.1) 的 不 同 之 处 仅 在 于 ,表达 式 中 力 的 幅 值 换 成 了 户 .这 就 是 
说 ,这 种 共振 与 前 述 y** wo 共振 性 质 相 同 ,但 强度 较 小 .在 方程 (29.4) 中 用 
-8a 广 /(9 wi) 代替 f( 以 及 用 2e 代替 6), 可 得 函数 关系 5(e): 





QD 证 明 可 以 在 下 面 书 中 找到 ;H.H. Boronio60s, IO.A. AMHTPononpcKH 首 , AcHMTITOTHUecKWe MeTOLPI B 


TeopHH HeJiHHetHPIX KoOJIe5aHH 首 , — M. :中 HaMaTrH3,1998 . 
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16a f° 





6 [(2e ~ Xb ) +A ]= rm (29.9) 
下 面 设 外 力 频 率 为 
Y=2wo6+e. 
在 一 阶 近 似 中 有 
Xx = cos(2w + e)i. 


将 =z +x” 代 人 方程 (29.1) ,我 们 得 不 到 像 前 一 种 情况 下 的 具有 共振 外 力 
性 质 的 项 .但 由 于 正比 于 x'"" zx“ 的 3 阶 项 而 产生 参数 共振 .如 果 在 所 有 非 线 性 
项 中 仅 保留 这 一 项 , 则 得 zx” 的 方程 : 





羡 人 2 十 2 元 52) 十 wi x 二 一 2 wz cr” 
或 者 
s+ (2) + (2) 2 _ Zaf (2) 
Xr +2A2 +ail 1 rcos(2wo + e)t | =0, (29.10) 
3 mwo 


这 是 (27.8) 类 型 的 方程 (考虑 摩擦 ) ,在 一 定 的 频率 区 间 内 振动 不 稳定 . 
但 是 ,为 了 确定 合成 振幅 ,这 个 方程 还 不 够 .最 终 振幅 的 确定 与 非 线性 效应 
相关 ,为 此 在 运动 方程 中 应 该 保留 z ”的 非 线性 项 : 


和 外电 和 2 
区 2) 十 2 1 之 (2) 十 wir 十 gr ++ Br 二 3 of cos[ (2wo + e)t]zr'” 
vn 





(29.11) 
注意 到 下 面 的 情况 ,研究 这 个 问题 可 以 大 大 简化 .在 方程 (29.11) 右 端 , 令 


z=beos| (oo+ 三 jz+8 


(其 中 5b 是 待 求 的 共振 振幅 ,常数 6 是 相位 平移 , 它 对 后 面 研究 不 重要 ) ,同时 将 
两 个 周期 因子 之 积 写 成 两 个 余弦 之 和 ,可 得 

os| (0 + 二 ): 一 | 
这 是 上 共有 通常 共振 性 质 的 项 (对 于 固有 频率 wo) .所 以 问题 又 转化 为 本 节 开 始 段 
落 研 究 的 通常 的 非 线 性 系统 共振 ,区 别 仪 在 于 < 用/(37aoo ) 起 到 外 力 幅 值 的 作用 
(用 ef/2 替换 了 s) .在 方程 (29.4) 中 做 这 样 的 奉 换 ,得 


5 [($ x6) + ef 


36m’ ws 
求解 该 方程 得 可 能 的 振幅 值 : 





b=0, (29.12) 


w= ts (ss) -x | (29.13) 
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(29.14) 





4 B C D 


图 33 


图 33 画 出 了 所 得 的 2 对 es 的 依赖 关系 (对 于 X>0, 当 X<0 时 曲线 方向 相 

反 ).B 点 和 C 点 相应 于 
e = 上 土 ef 4 

在 B 点 左边 只 可 能 有 65=0, 即 没有 共振 ,也 不 可 能 激发 频率 为 wu 的 振动 .在 B 
和 C 之 间 有 两 个 根 :6 =0( 图 33 上 线段 BC) 和 表达 式 (29.13)( 分 支 BE).C 点 
右边 存在 3 个 根 (29.12) 一 (29.14). 但 是 ,不 是 所 有 这 些 值 都 对 应 稳定 振动 .在 
BC 段 人 上 8=0 不 稳定 ,并 且 可 以 证 明 ,相应 于 根 (29.14)( 位 于 另外 两 个 根 之 
间 ) 的 振动 总 是 不 稳定 的 .在 图 33 上 不 稳定 的 5 值 用 虚线 表示 . 

我 们 研究 外 力 频率 逐渐 减 小 的 情况 下 ,初始 "静止 ”名 系统 的 行为 .在 到 达 C 
点 之 前 =0, 然 后 跳跃 到 分 文 EB 上 .继续 减 小 s ,振幅 在 B 点 减 小 到 零 . 反 之 ， 
增 大 频率 使 振幅 沿 着 BE 增 大 3 . 

我 们 所 研究 的 共振 是 产生 在 非 线 性 振动 系统 中 的 主要 情况. 在 更 高 阶 近似 
中 会 出 现 其 它 频率 的 共振 .严格 地 讲 ,共振 应 该 发 生 在 满足 关系 式 ny + macv = 
wu( 7 ,7 是 整数 ) 的 任意 频率 y 上 ,也 就 是 说 ,在 任意 的 Y= pwo/gq(p,g 是 整数 ) 





@ ”这 一 段 检 好 相应 于 参数 共振 区 闻 (27.12) ,比较 (29.10) 和 (27.8) 有 1j 关 1=2aF(03mot) 所 研究 
现象 可 能 存在 的 条 件 
2af 


3 pw 





全 44 








相应 于 不 等 式 户 > 和 . 

@ 注意 ,我 们 这 里 研究 的 只 是 共振 ,没有 共振 并 不 意味 着 系统 静止 ,系统 存在 频率 为 y 的 微弱 强迫 
振动 . : 

图 注意 ,所 有 给 出 的 公式 只 有 在 振幅 5( 以 及 e) 足 够 小 情况 下 成 立 .事实 上 ,曲线 BE 和 CF 以 后 相 
交 于 一 点 ,达到 这 点 时 振动 停止 而 且 b=0. 
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ee 都 应 该 发 生 共 振 . 但 是 , 随 着 近似 阶 数 的 增加 ,共振 现象 的 强度 (以 及 发 
共振 的 频率 区 间 ) 迅 速 减 小 、 实际 上 可 以 观察 到 的 共 振 只 能 是 ys pu/ 并 且 
的 值 孝 丰 大 的 


习 题 
习题 ” 试 求 在 频率 y 写 3mw, 上 共振 的 函数 关系 D(e). 
解 : 在 一 阶 近 似 中 
x = fot 


对 二 阶 近 似 x'“ ,由 (29.1) 可 得 方程 
2 十 2 2 + weir tar +Ar = — 3Br' vr, 

其 中 等 式 右 端 只 写 出 了 导致 所 研究 共振 的 项 .在 该 方程 中 假设 

2 = bcos 区 + 二 je+3] 并 从 3 个 余弦 的 夹 积 中 分 出 共振 项 ,可 得 方程 
右 端 表达 式 为 

po f se， 
3 多 os (w+ 号 ): 26 | 

由 此 可 见 , 对 e 的 依赖 关系 ,可 以 在 方程 (29.4) 中 用 3Bb?f1(32mow?) 人 代替 f， 
用 se/3 代替 s 求 得 ; 


2 2 2 
”| (村 - xb?] + |= -ab'=Ab. 
mn Ww 


2 
这 个 方程 的 根 为 


p=0,6 = + A +1 AAA 四 
3X 2 XN3xX 4X 
在 图 34 上 画 出 了 癌 对 e 的 依赖 关系 的 特征 曲 
线 (X>0).0 =0( 横 轴 ) 和 分 支 AB 对 应 于 稳定 振 
动 .A 点 相应 的 值 为 
304X 入 一 人 2) 六 4 和 人 
AAA 
只 有 在 ee 和 b>>b, 情况 下 存在 振动 .由 于 状态 图 34 
b=0 总 是 稳定 的 ,因此 为 了 激 起 振动 ,初始 的 “ 推 
动 ” 是 必须 的 . 
所 得 的 公式 只 有 在 足够 小 时 才 成 立 . 如 果 力 的 幅 值 满足 条 件 47/w, << 


Al/X<< wo, 则 1) 是 小 量 可 以 保证 s 为 小 量 . 
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$30 快速 交 变 场 中 的 运动 


我 们 研究 同时 受 定常 场 U 和 随时 间 变 化 的 高 频 力 
f= fcoswt + f,sinwt (30.1) 
作用 的 质点 的 运动 ,其 中 fi,f, 是 坐标 的 函数 .高 频 是 指 频率 满足 条 件 w 污 1/T， 
其 中 工 与 质点 在 定常 场 U 中 运动 周期 同 量 级 . 从 数量 上 讲 , 力 f 不比 场 UU 的 作 
用 力 弱 .但 是 我 们 将 假设 这 个 力 引 起 的 振动 位 移 很 小 (以 下 用 & 表示 ). 
为 了 简化 计算 ,我 们 首先 研究 在 仅 依 赖 于 一 个 空间 坐标 x 的 力 场 中 的 一 维 
运动 .那么 质点 运动 方程 为 中 


7 并 二 一 二 一 二 三 (30.2) 


由 作用 在 质点 上 力 场 的 性 质 可 知 , 质 点 的 运动 是 沿 着 某 个 平稳 的 轨迹 移动 ， 
同时 在 轨迹 附近 做 一 维 小 幅 振 动 ( 频 率 为 %). 因 此 我 们 假设 函数 z(z) 的 形式 为 
X(t1)= X(t) + E(z), (30.3) 
其 中 &(z) 是 微 振动 . 
螨 数 &(7) 在 其 周期 2x/w 之 内 的 平均 值 等 于 零 ,但 函数 X(z) 在 这 段 时 间 内 
区 化 很 小 . 奉 用 字母 上 面 加 横 线 表示 平均 值 , 则 有 去 =X(i), 即 晒 数 X(t) 描 述 
按 快 速 振动 平均 化 以 后 得 到 的 “平稳 "运动 .我 们 来 推导 确定 这 个 函数 的 方程 包 . 
将 (30.3) 代 入 (30.2) 并 按 & 展开 ， en 得 


dU 
dx 


在 这 个 方程 中 出 现 了 不 同性 质 的 项 ， 振动 项 和 平 条 项 晤 从 ,应 该 在 这 两 组 
每 一 组 中 分 别 相 消 . 对 于 振动 项 ,只 需 写 出 


m €= f(X,1), (30.5) 


其 它 项 包含 小 量 &, 比 我 们 写 出 的 项 小 很 多 (导数 & 正 比 于 w? ,不 是 小 量 ). 将 
(30.1) 代 入 (30.5), 积 分 (这 时 将 X 看 作 常 数 ) 得 


Ee=-_/,. (30.6) 


Mo 
现在 ,我 们 将 方程 (30.4) 对 时 间 平 均 ( 按 上 面 所 指 的 意思 ). 因 为 一 阶 的 和 & 的 
平均 值 为 零 ,可 得 方程 
dU 9 = dU 1 .9 


"X= tea a nef aX 





m¥+me= — So (30.4) 








QD 坐标 x 不 一 定 是 笛 卡 儿 坐 标 , 相 应 的 系数 m 不 一 定 是 质点 的 质量 ,也 不 一 定 像 在 (30.2) 中 那样 
假设 是 常数 .但 是 ,这 个 假设 并 不 影响 最 后 的 结果 ( 见 后 面 ). 
下 述 方 法 是 基于 卡 皮 采 (1951,II.JI. Kannue) 的 思想 . 
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该 方程 只 包含 函数 X(z). 最 后 重新 写成 


。。 dU 
mA 入 = 一 2 


jd (30.7) 





其 中 “等 效 势 能 ”为 由 
Ur=U+ ! FF=U+ Lt, (f+ 2). (30.8) 
2mw 4mw 


比较 此 式 和 (30.6) 可 见 , 附 加 的 项 (与 场 U 相 比 ) 不 是 别 的 , 正 是 振动 动能 的 平 
均值 





Us = U+ 订 6 (30.9) 


可 见 , 质 点 的 运动 对 振动 平均 后 ,就 像 在 定常 场 U 之 外 还 有 一 个 附加 的 定 
常 场 ,该 附加 场 依赖 于 变 场 幅 值 的 平方 . 

所 得 的 结果 很 容易 推广 到 用 广义 坐标 q, 描述 的 任意 自由 度 系统 .等 效 势能 
表达 式 ( 代 替 (30.8) ) 为 


Un = U+ 7 3 Da FR Ut+ DD (30.10) 


其 中 ax (一 般 来 说 为 坐标 的 函数 ) 是 动能 系数 a (参见 (5.5)) 构 成 的 矩阵 之 道 
矩阵 的 元 素 ， 


习 题 


习题 1 试 求 摆 的 稳定 平衡 位 置 , 假 设 悬 挂 点 以 高 频 Y(7Y>vV gj17) 在 紧 直 
方向 振动 . 
解 : 由 $5 的 习题 3 情况 c 所 得 的 拉 格 朗 日 函数 可 知 ,在 这 种 情况 下 , 变 力 
为 
f= ~ mlay’ cosyYtsing 
(用 角 gp 代替 工 ). 所 以 等 效 势能 为 


2 ,2 
Ua = mgl ( -cosp + 9 simp | 

稳定 平衡 位 置 相 应 于 这 个 函数 取 极 小 值 . 摆 坚 直 向 下 (p = 0) 总 是 稳定 的 .在 满 

足 条 件 





a 7’ >22g1l 
的 情况 下 , 摆 竖 直 向 上 (po =r) 也 是 稳定 的 . 
习题 2 同上 题 , 但 悬挂 点 水 平 振动 ， 


由 在 m 依赖 于 x 的 情况 下 ,经 过 较 长 的 计算 可 以 证 明 ,公式 (30.7) 和 (30.8) 还 是 正确 的 . 
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解 :由 8$5 的 习题 3 情况 b 所 得 的 拉 格 朗 上 日 函数 可 知 ,三 = miay”cosyYtcosg， 
然后 可 得 


2 ,2 
La = megl | — COSg 十 和 cos' op . 


如 果 ds X<2gL, 则 平衡 位 置 p=0 稳定 .如 果 a*y >2gl, 则 稳定 平衡 位 置 相 应 
于 








$31 角速度 


在 力学 中 刚体 是 指 质点 间距 离 保 持 不 变 的 质点 组 成 的 系统 .当然 ,自然 界 中 
的 实际 系统 满足 这 个 条 件 只 能 是 近似 的 .通常 情况 下 ,大 部 分 固体 的 形状 和 尺寸 
变化 很 小 ,在 研究 它 作 为 一 个 整体 的 运动 规律 时 ,完全 可 以 不 考虑 这 些 变化 . 

为 了 推导 方便 ,我 们 下 面 将 刚体 当 作 离散 质点 的 集合 .然而 ,这 与 力学 中 将 
刚体 当 作 连续 体 而 不 考虑 内 部 结构 并 不 矛盾 .将 当 作 离散 质点 系 得 到 的 公式 转 
换 为 当 作 连续 体 的 公式 ,只 需 将 质点 的 质量 换 成 体积 微 元 dV 包含 的 质量 od V 
(其 中 o 是 刚体 的 密度 ) 并 对 这 个 刚体 积 

为 了 描述 刚体 的 运动 ,我 们 引入 两 个 坐标 系 :“ 固 定 ” 坐 标 系 , 即 惯性 坐标 系 
XYZ ,以 及 与 刚体 固 连 并 参与 刚体 全 部 运动 的 
动 坐标 系 zx, =xz,z,=y,xzi=zx. 取 刚体 质心 为 
动 坐 标 系 原点 比较 方便 . 

刚体 相对 固定 坐标 系 的 位 置 完全 由 动 坐 标 
系 的 位 置 确定 . 设 径 矢 R 表示 动 坐标 系 原 点 的 
位 置 (图 35). 动 坐标 系 的 坐标 轴 相 对 固定 坐标 
系 的 指向 由 3 个 独立 的 角 确 定 , 连 同 径 矢 R 的 
分 量 共 有 6 个 坐标 .因此 ,刚体 有 6 个 自由 度 . 

我 们 研究 刚体 的 无 穷 小 位 移 , 可 以 将 其 表示 图 35 
为 两 个 位 移 之 和 .其 中 一 个 是 无 穷 小 的 平移 ,使 
质心 从 初 位 置 变 为 末 位 置 ,但 不 改变 动 坐标 轴 的 指向 .第 二 个 是 绕 质 心 的 无 穷 小 








| 
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转动 ,使 刚体 达到 最 终 位 置 . 
我 们 将 刚体 上 任意 点 PP 在 动 坐 标 系 中 的 径 和 撩 用 + 表示 ,而 在 固定 坐标 系 中 
的 径 矢 用 7f 表示 .那么 PP 点 的 无 穷 小 位 移 dr 等 于 质心 位 移 dR 与 绕 质 心 转 动 
无 穷 小 角度 dg 产生 的 位 移 dp Xxr 之 和 (参见 (9.1)): 
dtr=dR+dpxr. 
将 等 式 除 以 位 移 发 生 的 时 间 dz ,并 引入 速度 


= 2， (31.1) 
可 得 

v=V+QXxr. (31.2) 

天 量 Y 是 刚体 质心 的 速度 , 称 为 刚体 平 动 速度 .天 量 8 是 刚体 转动 角 速 


定 坐 标 系 ), 可 以 用 刚体 平 动 速度 和 转动 角速度 表示 . 
需要 着 重 指出 ,在 推导 公式 (31.2) 时 没有 使 用 坐标 原点 与 质心 重合 的 特点 . 
在 后 面 计算 运 动 刚体 动能 时 ,我 们 再 解释 这 样 选 坐 标 原 点 的 好 处 . 
下 面 设 与 刚体 固 连 的 坐标 系 的 原点 不 在 质心 O ,而 在 距离 O 点 为 a 的 O“. 
坐标 原点 O 的 平移 速度 为 Y ,转动 角速度 为 2. 
我 们 重新 研究 刚体 上 任意 点 P, 用 r 表示 其 相对 OO 点 的 径 矢 .因此 有 = 
”二 a, 代 和 人 (31.2) 得 
v=V+RxatQxr. 
男 一 方面 ,根据 VW 和 的 定义 ,应 该 有 vw =Y t+ xr .所 以 我 们 可 得 如 下 结 
论 : 
V'=V+Qxa, 02=0. (31.3) 
第 二 个 等 式 非 常 重要 .我 们 可 以 看 出 ,与 刚体 固 连 的 坐标 系 在 任意 时 刻 的 转 
动 角速度 与 这 个 坐标 系 无 关 . 所 有 这 样 的 坐标 系 在 同一 时 肇 绕 相 互 平 行 的 轴 以 
大 小 相同 的 角速度 2 转动 .这 使 我 们 有 理由 将 2 称 为 刚体 的 角速度 .而 平 动 速 
度 没 有 这 样 “ 绝 对 的 "性 质 . 
由 (31.3) 的 第 一 个 公式 可 知 ,如 果 在 坐标 原点 O 的 某 种 选择 下 VV 与 (在 
给 定时 刻 ) 相 互 垂直 , 则 对 于 任意 选择 的 原点 O ,它们 (Y 和 人 有) 也 是 相互 垂直 . 
由 (31.2) 可 知 ,这 种 情况 下 所 有 点 的 速度 都 位 于 一 个 平面 内 , 即 在 垂直 于 中 的 
平面 内 .这 时 总 可 以 选择 坐标 原点 O 由 使 速度 V =0, 刚 体 运 动 (在 给 定时 刻 ) 就 








QD 当然 , 它 可 以 选 在 刚体 之 外 . 
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是 绕 过 O“ 的 轴 转 动 . 这 个 轴 称 为 刚体 睛 时 转动 轴 中 . 

今后 我 们 总 是 假设 动 坐 标 系 原点 选 在 刚体 质心 ,因此 瞬时 转动 轴 也 通过 质 
心 .一 般 来 说 , 当 刚 体 运 动 时 ,2 的 大 小 和 转动 轴 的 方向 也 都 会 变化 . 
$32 惯性 张 量 

为 了 计算 刚体 的 动能 ,我 们 将 刚体 当 作 离散 质点 系 ,因此 有 

二 > 2 | 

这 里 对 刚体 的 所 有 质点 求 和 .为 了 书写 公式 简便 ,此 处 和 下 面 我 们 省 略 了 下 标 . 

将 公式 (31.2) 代 入 得 
T= > FV+Oxr) 一 2 FV + jmV.: (QOxr)t+ 2 FQ xr), 
对 刚体 的 所 有 质点 YY 和 中 都 相同 .所 以 在 第 一 项 中 内/2 可 以 移 到 求 和 号 之 
外 ， > m 是 刚体 的 质量 ,我 们 用 jy 表示 .第 二 项 写成 

mV.(Qxr) 一 Djmr. (Vx 2)= Vx0. > mr. 








由 此 可 见 , 如 有 果 和 坐标 原点 选 在 刚体 质心 , 则 由 于 > ,rr = 0 , 故 这 一 项 等 于 零 . 
最 后 ,我 们 展开 第 3 项 中 矢量 积 的 平方 ,结果 得 
一 “7 +5 mer (0. 7)]. (32.1) 


于 是 ,刚体 动能 可 以 写成 两 个 部 分 之 和 . (32.1) 的 第 一 项 是 平 动 的 动能 ,其 
形式 如 问 整 个 刚体 质量 集中 在 质心 .第 二 项 是 刚体 以 角速度 只 绕 质 心 转动 的 动 
能 .需要 强调 指出 , 正 是 由 于 坐标 原点 选 在 质心 上 , 才 有 动能 分 解 为 两 部 分 的 可 
能 性 . 

我 们 将 转动 动能 写成 张 量 形式 ,用 r+ ,8 的 分 量 x; ,0Q, 表示 为 


了 三 >) 1 | Q2x? 一 ,r,t | = =>) I | QQ.6az? 一 QQ | 


二 500 Dm( ri 一 XT ) . 


这 里 用 到 了 恒等式 0, = 6,Q, ,其 中 6, 是 单位 张 量 (其 分 量 在 i = 时 等 于 1, 在 
1 天 & 时 等 于 零 ). 引 入 张 量 


中 在 Y 与 中 不 平行 的 一 般 情况 下 ,可 以 选择 坐标 原点 使 Y 与 名 平行 , 即 运动 ( 在 给 定时 刻 ) 是 绕 
某 个 轴 的 转动 与 沿 该 轴 的 平 动 之 和 . 

人 在 本 章 字 母 i ,j,k 表示 张 量 的 下 标 ,可 取 值 1,2.3. 这 时 采用 已 知 的 求 和 规则 , 按 此 规则 省 略 求 
和 号 ,两 次 重复 出 现 的 下 标 ( 也 称 * 旺 ?下 标 ) 就 意味 着 对 1.2,3 求 和 ,例如 A,B;,=A:'B,A?=AA,=A? 
等 等 .显然 “ 哑 " 下 标的 表示 可 以 任意 改变 (只 要 它 不 与 该 式 子 中 使 用 的 其 它 下 标 一 样 ) . 
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了 ， = Djm (ridn 一 Xx ), (32.2) 
最 终 可 得 刚体 动能 表达 式 为 
UV 1 
工 = 二 TO04. (32.3) 
将 (32.3) 减 去 势能 可 得 刚体 的 拉 格 朗 日 晒 数 
_xVv 1 _ 
L=6 -+3 U. (32.4) 


一 般 情 况 下 势能 是 确定 刚体 位 置 的 6 个 变量 的 孙 数 ,例如 质心 的 3 个 坐标 XX， 
Y,Z 和 确定 动 坐 标 轴 相对 固定 坐标 轴 方 向 的 3 个 角 . 
张 量 到 称 为 刚体 惯性 矩 张 量 ,或 者 简称 刚体 惯性 张 量 .由 定义 (32.2) 可 知 
其 对 称 性 , 即 
[= Ti. (32.5) 
为 了 清楚 起 见 ,我 们 将 惯性 张 量 的 分 量 写成 显 式 
mly’ + z”) 一 > mzy 一 > mzz 
1 = 一 > ymyzr jmlx’ + z°) 一 > myz . (32.6) 
一 > ,mez 一 > mzy Dm(x’ + y ) 
分 量 1 , 几 , 1 有 时 称 为 对 相应 坐标 轴 的 转动 惯量 . 
显然 ,惯性 张 量 可 以 相 加 , 即 刚体 转动 惯量 等 于 其 各 部 分 转动 惯量 之 和 、 
如 果 将 刚体 当 作 连续 体 , 则 在 定义 (32.2) 中 的 求 和 改 为 对 刚体 积分 : 
1， = | ex?8, ~ zx)dV. (32.7) 


像 任何 二 阶 对 称 张 量 一 样 ,惯性 张 量 可 以 通过 选择 坐标 轴 x , x; ,zi 的 方 
向 对 角 化 .这 些 方 向 称 为 惯性 主轴 ,而 惯性 张 量 相 应 的 分 量 称 为 主 转动 惯量 ,用 
11 ,1 ,1 表示 .在 这 样 选择 坐标 轴 zi ,x, ,Xx; 时 ,转动 动能 表达 式 特 别 简 单 : 
Tw =3 (70 +10 + 10:). (32.8) 
我 们 发 现 ,3 个 主 转动 惯量 中 的 每 一 个 都 不 会 大 于 另外 两 个 之 和 . 例如 
lt = omit ri +2r) Dm(ri + xi) = 1s. (32.9) 
3 个 主 转动 惯量 各 不 相等 的 刚体 称 为 非 对 称 陀螺 . 
如 条 两 个 主 转动 惯量 相等 ,六 = 天 和 关 六 , 则 刚体 称 为 对 称 陀 螺 . 在 这 种 情况 
下 ,在 平面 zz; 内 主轴 方向 的 选择 是 任意 的 . 
如 果 所 有 3 个 主 转动 惯量 都 相等 , 则 刚体 称 为 球形 陀螺 .在 这 种 情况 下 3 个 
主轴 方向 的 选择 都 是 任意 的 ,可 以 任意 选择 3 个 相互 垂直 的 轴 作 为 主轴 . 
如 果 刚 体 具 有 某 种 对 称 性 ,确定 惯性 主轴 就 容易 得 多 .显然 ,质心 位 置 和 惯 
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性 主轴 的 方向 应 该 具有 同样 的 对 称 性 . 
例如 ,如 果 刚 体 有 对 称 面 , 则 质心 应 该 在 该 平面 内 . 两 个 惯性 主轴 应 该 位 于 
该 平面 内 ,第 3 个 主轴 垂直 该 平面 .对 于 这 种 情况 ,最 明显 的 例子 是 平面 质点 系 . 
这 种 情况 下 3 个 主 转动 惯量 之 间 存 在 简单 的 关系 .如 果 以 系统 所 在 平面 为 x, zx， 
平面 , 则 由 于 对 所 有 质点 z; =0, 故 
Ji = > ,mr2, 了 ， = > ,mz1, 7 了;， = jm(lzi + 并 2 ) ， 
因此 
7 三 了 十 三 . (32.10) 
如 果 刚 体 有 某 阶 的 对 称 轴 , 则 质心 应 该 位 于 该 轴 上 .一 个 惯性 主轴 与 之 重 
合 ,另外 两 个 垂直 此 轴 . 这 时 如 果 对 称 轴 的 阶 数 大 于 2, 则 刚体 为 对 称 陀螺 . 事实 
上 ,每 个 主轴 (垂直 对 称 轴 ) 可 以 旋转 一 个 不 等 于 180° 的 角度 , 即 这 个 轴 的 选择 
不 是 唯一 的 ,而 这 只 能 是 对 称 陀螺 . 
位 于 一 条 直线 上 的 质点 系 是 一 个 特殊 情况 . 如 果 选 择 这 个 直线 为 x, 轴 , 则 
对 于 所 有 质点 x, = zx; =0, 因 此 两 个 主 转动 惯量 相等 ,第 3 个 为 零 : 
六 = 了 = >mmz， T=0. (32.11) 
这 种 系统 称 为 转子 .区 别 于 任意 刚体 的 一 般 情 况 ,转子 的 特点 是 只 有 两 个 (不 是 
3 个 ) 转 动 自由 度 , 相 应 于 绕 x+, 和 x, 的 转动 ,直线 绕 自身 的 转动 是 没有 意义 的 . 
最 后 ,再 做 一 个 关于 惯性 张 量 的 说 明 . 虽 然 我 们 是 在 原点 为 质心 的 坐标 系 中 
定义 这 个 张 量 的 (只 有 在 这 个 定义 下 基本 公式 (32.3) 才 成 立 ) ,但 是 为 了 计算 这 
个 张 量 方便 ,有 时 可 以 先 计算 相似 张 量 
1% = Dm(r?6s -rir ), 
这 个 张 量 是 相对 另 一 个 坐标 原点 O 定义 的 . 如 果 距 离 00 由 矢量 a 给 出 , 则 
r=r 二,7; 一 Xx/ +oa, 考 虑 到 按照 O 点 的 定义 ,> mr = 0 ,我 们 得 
l= +pu(a’d, -aa,). (32.12) 
按 这 个 公式 ,知道 大 就 很 容易 计算 出 玉 . 


习 题 


习题 1 将 分 子 看 作 质 点 之 间距 离 不 变 的 系统 ,在 下 列 情况 下 , 试 求 分 子 的 
主 转动 惯量 . 

a) 分 子 由 位 于 一 条 直线 上 的 原子 构成 . 

答案 : 


1 = 1, = TL Snml’,, 13 = 0,， 
Kap 
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其 中 mm 是 原子 的 质量 ,! ,是 原子 a 和 4b 之 间 的 距离 , 求 和 是 对 分 子 中 的 所 有 原 
子 进 行 的 (并 且 每 一 对 值 a 和 在 求 和 中 出 现 一 次 ). 

对 于 两 原子 的 分 子 , 只 有 一 项 ,我们 早 就 可 以 给 1 
出 结果 , 即 两 个 原子 的 折合 质量 来 以 距离 的 平方 : 


2 





,mim, 
1 = 1,= 
171 十 72 


b) 形状 为 等 腰 三 角形 的 3 原子 分 子 (图 36). 

答案 :质心 位 于 三 角形 的 高 上 , 距 底 边 为 义 ， 
m2hij4. 转 动 惯量 为 图 36 
= 1 = ao?， l=1,+1,. 

c) 4 原子 的 分 子 ,原子 位 于 正三 棱锥 的 顶点 (图 37). 

答案 :质心 位 于 三 棱锥 的 高 上 , 距 底 边 为 X; = mm,h| 
HA .转动 惯量 为 





二 a 


L 


77z 
np h" + 5a, ly=m,a”. 





梁 ,二 71m, 时 ,及 二 a V2/13, 这 是 四 面体 分 子 , 转 动 惯量 

为 
T=1,=I=mia’. 

习题 2 试 求 均匀 连续 体 的 主 转 动 惯量 . 

a) 长 为 1 的 细 长 杆 . 

答案 : 


图 37 
11=1,= p17 /12, 1 二 0( 杆 的 粗细 忽略 不 计 ). 
b) 半径 为 RR 的 球体 . 
答案 : 





2 
=I,=l= rR 
(计算 可 得 + 了 + 1 = 20| rdV). 


c) 半径 为 R 高 为 的 圆柱 体 . 
答案 : 


《圆柱 轴 为 x;). 
d) 核 边 为 a,b,c 的 长 方 体 . 
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答案 : 
[= 人 (b+ ce?), 有 = 只 (c+a2)， 7 全 (o +) 


(Xi 9 二 2 9 之 3 轴 分 别 平 行 于 校 边 a,b,c). 
e) 高 为 底面 半径 为 RR 的 圆锥 体 . 
解 : 首 先 以 圆锥 顶点 为 坐标 轴 原 点 (图 38), 计 算 14 .用 柱 坐 标 很 容易 计算 


经 过 简单 的 计算 可 知 ,质心 位 于 圆锥 轴 上 ,距离 顶点 
a 二 3h/4. 根 据 公式 (32.12) 可 得 


, 3 h” 
=D- 1 -0 (R + 


3 
10* 
f) 主轴 为 a,b,c 的 三 轴 袖 球体 . 
解 : 质 心 与 椭 球 中 心 重合 ,惯性 主轴 与 椭 球 主轴 重 
合 . 坐 标 变换 z= ae,y=pby,zx=c5 将 椭 球 方程 


B= 1 = R’. 





变 为 单位 球 方程 

££ 十 六 十 C=1. 
通过 这 个 坐标 变换 可 将 对 椭 球 体 的 积分 转化 为 对 圆 球体 的 积分 .例如 ,对 工 轴 
的 转动 惯量 为 


p||| + zz)dzdydz = p abc|||( y+ cL)dednd 


L 


L 


一 Srp 十 c” ), 
其 中 了 是 单位 球 的 转动 惯量 . 
考虑 到 椭 球 体积 等 于 4rapc/3 ,最 后 可 得 转动 惯量 


11 = 人 (6? +c’), =4(a’ +e), 1 = (a +6°). 


习题 3 试 求 物理 摆 ( 在 重力 场 中 绕 着 水 平 轴 摆 动 的 刚体 ) 的 微 振动 频率 . 

解 : 设 / 为 刚体 质心 到 转动 轴 的 距离 ,而 a,B,Y 是 惯性 主轴 与 转动 轴 之 间 
的 夹 角 .从 质心 作 重 线 到 转动 轴 , 它 与 坚 直 方向 夹 角 gp 作为 坐标 变量 .质心 速度 
为 V=19, 而 角速度 在 主轴 上 投影 为 pcosa ,gcosB, cos7. 假 设 p 很 小 , 求 得 势 
能 
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1 
U=p gl(l- cosyg)~5 .gly . 
所 以 拉 格 妆 日 画 数 为 
L=- 9 ?十 (Ticos a 十 Jocos B+ Feos 7 ) 0 -ep?, 


由 此 ,对 振动 频率 有 


2 _ kgl 
= 一 一- 人 > 一 一. 
ml’*+fcos at+Tcos 8B+Tcos 7 


习题 4 试 求 图 39 所 示 系 统 的 动能 ,其 中 y 
OA 和 AB 是 长 为 1 的 均 质 细 杆 , 匀 接 于 A 点 . 
杆 OA 绕 品 点 (在 图 示 平面 内 ) 转 动 , 杆 AB 的 
端点 BB 活着 Ox 轴 运 动 . 

解 : 杆 OA 质心 (位 于 杆 中 心 ) 的 速度 为 
1 2/2, 其 中 oo 为 角 AOB. 所 以 杆 OA 的 动能 为 


a 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
! 
| 





(4 是 一 根 杆 的 质量 ). : 
杆 AB 的 笛 卡 儿 誉 标 为 : 久 = (31/2)cospg， Y= (lL/2)sing. 因 为 这 根 杆 的 
转动 角速度 也 是 9, 故 其 动能 为 


T=#(X? +Y?’ ) + 去 D4 := (+ 8sin D) 0 + 了 9 


系统 的 总 动能 等 于 


pl 
3 


(根据 习题 2 的 a), 代 入 了 工 = 六 12112). 

习题 5 ” 试 求 在 平面 上 滚动 的 圆柱 (半径 为 尺 ) 的 动能 .圆柱 的 质量 分 布 使 
得 其 惯性 主轴 之 一 平行 于 圆柱 轴 , 相 距 为 a, 圆柱 对 该 惯 性 主轴 的 转动 惯量 为 
I. | 

解 :从 质心 作 圆柱 轴 的 重 线 ,该 重 线 与 坚 直 方向 夹 
角 为 p( 图 40). 在 每 一 时 刻 图 柱 的 运动 可 以 看 作 绕 瞬 
时 转动 轴 的 转动 ,瞬时 转动 轴 就 是 圆柱 与 平面 的 交 线 ， 
这 个 转动 的 角 吉 度 为 ( 绕 所 有 平行 轴 的 转动 角 迷 度 
都 相同 )， 质心 距离 肯 时 转动 轴 为 
Va + 民 一 2aRcosp， 所 以 质 心 速度 为 V = 
pV a +R 一 2aRcosp .动能 为 
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T= (0? + R* 一 2aRcosp)o + 539 


习题 6 半径 为 a 的 均 质 圆柱 在 半径 为 尺 的 圆柱 形 曲面 内 滚动 , 试 求 圆柱 
的 动能 (图 41). 





解 : 设 p 是 两 个 圆柱 中 心 连 线 与 坚 直 方向 的 夹 角 .圆柱 质心 在 轴 上 ,其 迷 度 

为 V=eP(R-a). 皮 时 转动 轴 是 两 个 圆柱 的 交 线 ,圆柱 角速度 为 
Ya 
人 三 一 三 0 . 


他 a 


如 果 [3 是 圆柱 对 其 轴 的 转动 惯量 , 则 





= 人 (Ra) 产 + 汪 (Ro dR-a) 2” (32.13) 
(I; 已 由 习题 2 的 c) 求 得 ). 
习题 7 试 求 在 平面 上 滚动 的 圆锥 的 动能 . 
解 : 设 圆锥 与 平面 交 线 为 OA ,用 日 表示 OA 与 平面 上 某 固 定 方向 的 夹 角 
(图 42) .质心 位 于 圆锥 轴 上 ,其 速度 为 V=a0cosa, 这 里 2a 是 圆锥 顶 角 ,a 为 
质心 到 顶点 的 距离 .我 们 计算 转动 角 违 度 , 即 绕 皮 时 转动 轴 OA 的 角 志 度 ;: 


V 。 
中 三 一- = cota. 
a sina 
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惯性 主轴 之 一 (zi; 轴 ) 与 圆锥 轴 和 重合, 选择 另 一 个 轴 (z， 轴 ) 生 直 于 圆锥 轴 
和 直线 OA .角速度 矢量 全 ( 秆 行 村 OA ) 在 惯性 主轴 上 的 投影 为 (2cosa, 0, 
人 2sina .最 后 可 得 动能 








。 了 。 I 
T= Pico8at LG?eog z+ BOs “0 2 -= 3ph 0? (1 + 5cos a) 
2 2 2 sin a 40 


(hh 是 圆锥 的 高 度 , 了 ,1 ,a 由 习题 2 的 e) 给 出 ). 

习题 8 试 求 园 锥 的 动能 . 圆锥 的 底面 在 平面 上 滚动 ,而 顶点 与 平面 的 距离 
始终 等 于 圆锥 底面 半径 (因而 圆锥 轴 平 行 于 平面 ). 

解 : 设 0 表示 平面 上 给 定 方向 与 国 锥 轴 投 影 的 夹 角 ( 图 43). 质 心 速度 为 V 
= ab( 符 号 同 习题 7) .瞬时 转动 轴 是 圆锥 母线 OA 其 中 入 是 国 锥 与 平面 的 切 
点 .质心 到 该 轴 的 距离 为 Csina ,所 以 





图 43 








矢量 Q2 在 惯性 主轴 上 的 投影 为 (选择 x, 轴 垂 直 于 圆锥 轴 和 OA ): Qsina = 6， 


0, (2cosa = Gcota. 所 以 动能 为 


2 。 IT,. I 3h? 1 
Lo 0b2+2102 十 -303 =H 1 7 一- 十 
T 7 O° 十 70 十 50 cot* a 10 O° | 5]. 








习题 9 均匀 二 轴 椭 球 绕 自 己 的 一 个 轴 ( AB, 图 44) 旋 转 ,并 且 这 个 轴 本 身 
又 绕 着 过 椭 球 中 心 的 重 直 线 CD 转动 . 试 求 棋 球 的 动能 . 

解 :用 9 表示 绕 CD 的 转角 ,而 用 gp 表示 绕 AB 的 转角 (CD 与 垂直 AB 的 惯 
性 主轴 zi 的 夹 角 ). 那么 2 在 惯性 主轴 上 投影 为 


0cosp， Osing, 9 
《并且 zi 轴 与 AB 重合 ). 由 于 质心 与 权 球 质心 重合 ,所 以 动能 为 
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T=3(lc0s p+ Lsin 9)0 +b 0 


习题 10 同上 题 ,假定 AB 轴 是 倾斜 的 (图 45), 椭 球 相 对 这 个 轴 对 称 . 


图 45 


解 :矢量 Q 在 AB 轴 和 另外 两 个 轴 ( 可 以 任意 选择 ) 上 投影 为 


Gcosacosp, 0cosasinp， m+ Osina. 


了 。 I 。 
T= FO cos a + 本 (多 + Osina)”. 
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我 们 知道 ,系统 的 动量 和 矩 取决 于 它 相 对 哪个 点 定义 .在 刚体 力学 中 最 合理 的 
选择 是 动 坐标 系 的 原点 , 即 刚体 的 质心 .以 后 我 们 认为 M 就 是 这 样 定义 的 . 

根据 公式 (9.6), 当 选择 刚体 质心 为 坐标 原点 时 ,M 就 是 “固有 ”动量 矩 , 仅 
与 刚体 的 点 相对 质心 的 运动 有 关 . 换 句 话说 ,在 定义 M = 3》)mr x wv 中 应 该 用 
2 xr 代替 ov : : 
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M= Dmrx(Qxr)= > mr2-r. (2:r)]， 
或 者 用 张 量 表示 为 

Mi = >m2(zi0 - zx) = Qo > mlriby 一 ie)， 
最 后 ,考虑 到 惯性 张 量 定义 (32.2) 得 


M = 1,0,. (33.1) 
如 果 坐 标 轴 x; ,x ,x 的 方向 沿 着 刚体 惯性 主轴 , 则 这 个 公式 给 出 
M'=1,0,, M, = 1, 0,,， M, = 1, 0;. (33.2) 
对 于 球形 陀螺 的 特殊 情况 ,3 个 主 转动 惯量 都 相等 ,有 
M= 10, (33.3) 


即 动量 和 矩 矢 量 平行 于 角速度 矢量 并 有 旦 有 相同 的 指向 . 

在 任意 刚体 的 一 般 情况 下 ,矢量 M 一 般 不 与 矢量 2 重合 ,只 有 在 刚体 绕 某 
个 惯性 主轴 转动 时 , M 和 8 才 方 向 相同 . 

我 们 研究 不 受 任 何 外 力作 用 的 自由 刚体 的 运动 .我 们 不 考虑 等 速 平 动 , 只 研 
究 自由 转动 . 

像 所 有 封 财 系统 一 样 ,自由 转动 刚体 的 动量 矩 是 常量 .对 于 球形 陀螺 , M = 
const 导致 2 = const. 这 就 是 说 ,球形 陀螺 在 一 般 情况 下 是 绕 着 定常 轴 等 速 转 
动 . 

转子 的 情况 更 简单 .这 时 也 有 M= 10 ,并 日 0 垂直 于 转子 轴 . 所 以 ,转子 的 
自由 转动 是 在 一 个 平面 内 绕 着 垂直 于 该 平面 的 轴 等 速 转动 . 

利用 动量 矩 守恒 定律 可 以 确定 更 复杂 的 对 称 陀螺 的 自由 转动 . 

利用 主轴 xz, zx; 方向 (垂直 于 陀螺 对 称 轴 
Zz3) 选 择 的 任意 性 ,我 们 选 x, 垂直 于 矢量 M 和 
Zi 轴 确 定 的 平面 .那么 M, =0, 由 公式 (33.2) 可 
知 ,Q,=0. 这 就 是 说 ,在 每 个 时 刻 M,Q 和 陀螺 
对 称 轴 位 于 同一 个 平面 (图 46). 由 此 可 得 ,在 陀 
螺 对 称 轴 上 所 有 点 的 速度 w = Q Xr ,在 每 个 时 刻 
都 垂直 于 这 个 平面 ,换言之 ,陀螺 轴 等 速 ( 见 下 面 ) 
绕 M 的 方向 转动 , 画 出 一 个 圆锥 (就 是 所 谓 的 陀 
螺 规 则 进 动 ). 同 时 ,陀螺 绕 自己 的 轴 等 速 转动 . 

这 两 个 转动 的 角速度 可 以 用 给 定 的 动量 和 抢 
M 以 及 陀螺 轴 与 M 方向 的 夹 角 9 表示 .陀螺 绕 图 46 
自己 的 轴 转 动 角速度 就 是 矢量 @ 在 该 轴 上 的 投影 0,: 

M; 


了 ~ 二 fcos0. (33.4) 
3 3 





{2, 一 
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为 了 求 进 动 角速度 2,. ,应 该 利用 平行 四 边 形 法 则 将 矢量 只 沿 着 x;3 和 MM 方向 
分 解 .第 一 全 不信 螺 轴 产生 任何 位 移 ,第 二 个 分 量 给 出 进 动 角速度 .由 
图 46 可 知 ,2,sing= 0 ,由 于 0 = AM/ 六 = Msin0/1 ,所 以 得 

0, .= MIT,. (33.5) 


$ 34 刚体 运动 方程 


由 于 一 般 情况 下 刚体 有 6 个 自由 度 , 因 此 一 般 情 况 下 运动 方程 组 应 该 包含 
6 个 独立 的 方程 .这 些 方 程 可 以 写成 动量 和 动量 矩 这 两 个 矢量 对 时 间 的 导数 形 
式 . 

得 到 第 一 个 矢量 方程 只 需 将 每 个 质点 的 方程 p= 了 求 和 ,其 中 p 是 质点 的 
动量 ， 7 是 全 用 在 厦 避 上 的 力 ， 引入 刚体 的 动量 : 


P= > jp = = pV 
和 作用 在 刚体 上 总 的 力 3 = 下 ,可 得 
ci FF. (34.1) 


尽管 我 们 定义 下 为 作用 在 每 个 质点 上 的 所 有 力 了 之 和 ， 包括 刚体 的 质 点 之 
间 相互 作用 力 ,但 事实 上 包含 在 F 中 的 只 有 外 力 .刚体 内 部 所 有 质点 之 间 的 作 
用 力 相 互 抵消 ,事实 上 , 当 没 有 外 力 时 刚体 的 动量 应 该 守 便 ,就 像 所 有 封闭 系统 
一 样 , 即 应 该 有 FF=0. : : : 

如 果 U 为 刚体 在 外 场 中 的 势能 , 则 力 下 可 以 用 势能 对 刚体 质心 ,坐标 的 导 
数 确定 : 


~ _9U 
F=-3R (34.2) 


事实 上 , 当 刚体 平移 SR 时 ,刚体 的 每 个 质点 的 径 和 撩 + 也 产生 同样 的 变化 ， 
所 以 势能 变化 为 


dU = 3 . dr = SR . 5)3 =-3R: /=- 下 .SR. 
由 此 可 以 发 现 ,方程 (34.1) 也 可 以 作为 对 质心 坐标 的 拉 格 朗 日 方程 得 到 : 
d LL_oL 
dt 9V 9R’ 
其 中 拉 格 朗 日 函数 为 (32.4) ,对 此 有 
55xV-P， 矣 =- 报 =T 


下 面 推 导 动量 第 M 对 时 间 导 数 确定 的 第 二 个 运动 方程 .为 了 推导 方便 ,我 
们 选择 固定 (惯性 ) 参 考 系 ,使 得 在 给 定时 刻 刚 体质 心静 止 . 
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我 们 有 
。 d ， ， 
M= TrXp= OiXp+t orxp. 


对 于 我 们 所 选 的 参考 系 (V =0), 在 给 定时 刻 7 与 速度 vw = t+ 相等 .由 于 矢量 vw 和 
p= mwv 方 器 相同 , 故 r x p==0. 将 p 替 换 为 f, 最 后 可 得 


dM 
j= K, (34.3) 
其 中 
K = rxf. (34.4) 


由 于 动量 矩 M 是 相对 质心 定义 的 (参见 $33) ,在 从 一 个 参考 系 变 换 到 另 
一 个 参考 系 时 保持 不 变 . 由 公式 (9.5) 和 R=0 这 是 显然 的 .由 此 可 知 ,根据 伽 利 
略 相 对 性 原理 ,这 里 在 特定 参考 系 选择 下 得 到 的 公式 (34.4), 对 所 有 惯性 参考 系 
都 成 立 . 

矢量 xz x 了 称 为 f 的 力矩 ,因此 K 是 作用 在 刚体 上 所 有 的 力矩 之 和 .正如 下 
一 样 ,在 (34.4) 中 实际 上 只 计 人 外 力 , 根 据 动 量 矩 守恒 定律 ,封闭 系统 的 所 有 内 
力 的 力矩 之 和 等 于 零 . : 

力矩 像 动量 和 矩 一 样 ,一般 依赖 于 坐标 原点 的 选择 .在 (34.3) 和 (34.4) 中 力矩 
和 动量 矩 是 相对 刚体 质心 定义 的 . 

当 坐 标 原点 平移 a 时 ,刚体 质点 的 新 径 矢 ”与 老 径 矢 r 的 关系 为 = 天 十 
a. 所 以 


K= > rxf= >r xf+ axf 
或 者 
K=K +t+axF. (34.5) 
由 此 可 见 , 如 果 FF=0( 这 时 称 力 偶 作用 在 刚体 上 ), 则 力矩 不 依赖 于 坐标 原 
点 的 选择 . 
方程 (34.3) 可 以 看 作对 于 “转动 坐标 ”的 拉 格 朗 日 方程 
d ot_oL 
dt 9 og 
事实 上 ,将 拉 格 朗 日 函数 (32.4) 对 矢量 2 的 分 量 求 导 可 得 


aL 
50. 1,02, = M.,. 


当 刚 体 转动 无 穷 小 角度 5q 时 ,势能 改变 量 为 
SU=- >f'3r=- > 90xr)=-69.: > rxf=-K.69, 
由 此 可 得 : 
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”aU 
因此 有 
aL_ aU 
30 a0 K- 


假设 矢量 F 和 KK 相互 垂直 .这 种 情况 下 总 可 以 找到 矢量 ae, 使 得 公式 

(34.5) 中 K 等于零, 进而 
K=axF. (34.7) 

这 时 a 的 选择 不 是 唯一 的 ,给 它 加 上 任何 平行 于 五 的 矢量 ,都 不 会 改变 等 式 
(34.7) ,因此 条 件 K“=0 不 是 给 出 动 坐标 系 中 的 一 个 点 ,而 是 一 条 直线 .于 是 ， 
在 KLF 情况 下 ,所 有 力 的 作用 可 以 归结 为 沿 着 给 定 直线 作用 的 一 个 力 F. 

均匀 力 场 就 属于 这 种 情况 ,作用 在 质点 上 的 力 为 f= eE ,其 中 是 刻画 力 
场 的 常 矢量 ,e 刻画 质点 相对 给 定 力 场 性 质 2 .在 这 种 情况 下 有 


F= E>,e, K= >erxE. 
假设 > ,e 关 0, 引 入 径 矢 





ro = > (34.8) 
> ve 
我 们 可 得 下 面 的 简单 表达 式 : 
K=r。xF. (34.9) 


于 征 , 当 刚体 在 均匀 力 场 中 运动 时 , 力 场 的 影响 归结 为 作用 在 径 矢 为 (34.8) 
的 点 上 一 个 力 下 .这 个 点 的 位 置 完全 由 刚体 的 性 质 决 定 , 例 如 ,在 重力 场 中 该 点 
与 刚体 质心 重合 . 
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我 们 已 经 知道 ,描述 刚体 运动 可 以 用 3 个 质心 坐标 和 3 个 确定 动 坐标 轴 
Zi,Z2yz3 相对 固定 坐标 轴 X,Y,Z 指向 的 角度 .所 谓 的 欧 拉 角 作为 这 3 个 角 
就 很 方便 . 

因为 我 们 现在 只 对 坐标 轴 之 间 的 赤 角 感 兴 趣 ,可 以 选择 同一 个 点 为 两 个 坐 
标 系 的 原点 (图 47). 动 坐标 系 的 平面 zz, 与 固定 平面 XY 相交 于 某 一 直线 (在 
图 47 上 的 ON ) ,该 直线 称 为 节 线 . 节 线 垂直 于 2Z 轴 和 x 轴 , 我 们 选择 其 正方 
加 使 它 相应 于 矢量 积 xz x xs 的 方向 (其 中 z ,x; 分 别 是 坐标 轴 Z ,xz, 方向 的 单位 


了 D 例如 ,在 均匀 电场 中 ,E 是 电场 强度 ,而 e 是 电荷 .在 均匀 重力 场 中 ,E 是 重力 加 速度 g, 而 e 是 质 
点 的 质量 





+ 112 ， 第 六 章 ”刚体 的 运动 


矢量 ). 

我 们 用 下 面 3 个 角 确 定 动 坐标 轴 zx， ， 
az 相对 固定 坐标 轴 X,Y,2 的 位 置 :Z 
轴 和 zx; 轴 之 间 的 夹 角 6,X 轴 和 NN 轴 之 间 的 
夹 角 p,N 轴 和 x, 轴 之 间 的 夹 角 y. 按 螺旋 
法 则 相应 于 绕 Z 和 zs 来 计算 角 p 和 y. 角 0 
取 值 范围 是 从 零 到 x, 而 角 wp 和 vy 的 取 值 范 
围 是 从 零 到 2x 中 . 

下 面 我 们 用 欧 拉 角 及 其 导数 表示 角速度 
和 天 量 2 在 zl,z,zi 上 的 分 量 . 为 此 需要 将 


角速度 9,%,y 向 这 些 轴 投 影 .角速度 9 的 方向 沿 着 节 线 ON , 它 沿 着 xz) ,zxz，, 
的 分 量 等 于 





0, = Ocosy, 0, = - gsiny， 0;=0. 
角速度 g 的 方向 沿 着 Z 轴 , 它 沿 着 x; 的 分 量 等 于 ws = 2cosb ,而 在 平面 zz， 上 
的 投影 等 于 gsin9. 将 后 者 再 分 解 到 xz, 和 x, ,可 得 

pi= psinOsing, ,= psinOcosy. 
最 后 ,角速度 2 的 方向 沿 着 x 轴 . 
汇集 这 些 沿 着 每 个 轴 的 分 量 ,最 终 得 
人 = 0OSsinbOsinW + 0 cosy ， 
0,= osingcosuw 一 6 siny, (35.1) 
443 = 9 COsO 十 yf. 
如 果 选 择 刚 体 的 惯性 主轴 为 坐标 轴 zk, zz ,zs, 则 将 (35.1) 代 人 (32.8) ,可 
得 用 欧 拉 角 表示 的 转动 动能 . 
对 于 对 称 陀螺 ,T= I, 隆 1 ,经 过 简单 推导 可 得 


Ty = (Ysin 0+ 0)+ 2( geos0 + Y)”. (35.2) 
应 该 指出 ,利用 对 称 陀螺 惯性 主轴 zi , x, 方向 选择 的 任意 性 ,可 以 更 简单 地 得 


到 这 些 表达 式 . 如果 认为 x, 轴 沿 着 节 线 ON, 即 y==0, 可 得 角速度 分 量 的 简单 
表达 式 


(DD 角 9 和 9p-mf2 是 zs 轴 相 对 X,Y,2Z 的 极 角 和 方位 角 . 同 时 角 6 和 x/2-y 是 Z 轴 相 对 工 ! , x;， 
za 的 极 角 和 方位 角 . 
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=0, 0D),=0osng， (3= pcos0+Yy. (35.3) 
作为 应 用 欧 拉 角 的 一 个 简单 的 例子 ,我们 研究 对 称 陀螺 的 自由 运动 . 
我 们 取 固 定 坐 标 系 的 Z 轴 沿 着 陀螺 的 定常 动量 矩 M 的 方向 , 取 动 坐标 系 
的 x, 轴 沿 着 陀螺 对 称 轴 , 而 zx, 轴 在 给 定时 刻 与 节 线 重合 .利用 公式 (35.3) 可 
得 矢量 M 的 分 量 / 


M=1 6,=1, 0 ， M,= 1,0,= 1, psin0O， M,;= I,0;,= (cos0 + y). 
另 一 方面 ,因为 zx 轴 ( 节 线 ) 垂 直 于 Z 轴 , 我 们 有 


M, =0, M, = Msing, Ms; = M ceoso. 
比较 这 些 等 式 可 得 下 面 方程 
06=0, I g=M, Ii(%cos0 + Y)= Meos6. (35.4) 


第 一 个 方程 给 出 6= const, 即 陀螺 轴 与 M 方向 的 夹 角 为 常数 .第 二 个 方程 确定 
进 动 角速度 (根据 (33.5))g= MIT, .最 后 ,第 三 个 方程 确定 陀螺 绕 自 身 轴 转动 
的 角速度 02, = Mcos9/1;. 


习 题 
习题 1 试 求解 下 端点 固定 的 对 称 重 陀螺 问题 (图 48). 





解 : 取 动 坐标 系 和 国定 坐标 系 的 原点 都 在 陀螺 的 固定 点 〇 ,而 Z 轴 沿 着 竖 
直方 向 (图 48). 重 力 场 中 陀螺 的 拉 格 朗 上 日 函数 为 
I 2 ， . 
= 二 一 ee (G+ in 0) + + 2DcosO) 一 Hglcosb 
(1 为 陀螺 的 质量 ,1 是 质心 到 最 低 点 的 距离 ). 
和 gp 是 循环 坐标 .所 以 有 两 个 运动 积分 : 


L 
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9 . . 
py = 3 1 (b+ eos0) = const= M,, (1) 
3 ， : 
ps = 元- (7sin 0+ I;cos’ 0)oe 二 I, VWcosl = consts My;, (2) 


其 中 引入 了 记号 五 = 厂 +p (加 和 p, 是 相对 〇 点 定义 的 转动 动量 算 在 xX， 轴 
和 2Z 轴 上 的 分 量 ). 此 外 还 有 能 量 守恒 : 


1 ， , J， ， 
FE=7(0 tpsinO)+t F(t+ Gecosg) + pgleos0. (3) 
由 方程 (1) 和 (2) 求 得 
AM7z 一 Macosl 
fn (4) 
M M;,—~M 0 
f= cos0 一 一 一 一 一 一 7 一- 2 (5) 

13 Tsin 0 


利用 这 些 等 式 从 能 量 (3) 中 消去 2 和 ,得 
下 = 子 人 + LT (0)， 
其 中 引入 了 记 瑟 


RM: (RM — Mcos0) 


E’=E-37- Hel, Ul(0)= FD — ugl(l—cos0). (6) 
1 


由 此 求 出 0 并 分 离 变量 得 


上 = [一 一 一 (7) 
LE — Ung(0) | 
(该 积分 是 椭圆 积分 ). 然后 ,利用 方程 (4) 和 (5) 将 p 和 y 写成 0 的 函数 形式 . 
在 运动 过 程 中 , 角 0 的 变化 范围 由 和 条件 宇 Ug(0) 确 定 . 当 06=0 和 0=x 
时 ,函数 Us(0)( 当 M; 天 M，) 趋 于 + oo, 而 当 处 于 0,x 之 间 时 通 数 经 过 极 小 
值 .所 以 方程 FE = Ui(0) 的 两 个 根 确 定 陀螺 轴 偏 离 竖 直方 向 的 两 个 极限 值 0 
和 0,. 
角 9 从 9， 变化 到 9, ,9 的 符号 是 否 改变 取决 于 M; - Micos6 的 符号 是 否 改 变 . 
在 第 一 种 情况 下 ,陀螺 轴 绕 坚 直 方向 单调 进 动 ,同时 上 下 振动 ( 称 为 章 动 ) 
(图 49a, 曲 线 是 陀螺 轴 在 以 固定 点 为 球 心 的 球面 上 所 画 的 轨迹 ). 在 第 二 种 情况 
下 ,在 两 个 极限 圆 之 间 进 动 方向 相反 ,因此 陀螺 轴 绕 竖 直 方向 移动 时 画 出 环 扣 
(图 49b). 最 后 ,如 果 0 和 0, 之 中 有 一 个 与 Mz - Macosgb 的 零点 重合 , 则 在 相 


应 的 极限 加 上 和 0 同时 等 于 零 ,陀螺 轴 画 出 图 49c 类 型 的 轨迹 . 
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0, 0, 0, 
如 0 0 
a b 


色 49 


习题 2 ” 试 求 陀 螺 轴 绕 紧 直方 向 转动 稳定 的 条 件 . 
解 : 当 09=0 时 Z 和 zi 重合 ,因此 Mi = Mi,E =0. 如 果 0=0 相应 于 
U4(0) 的 极 小 值 , 则 陀螺 转动 稳定 . 当 9 很 小 时 有 


由 此 可 得 稳定 条 件 为 M3 >4711 ygl 或 者 
02 > te 
了 3 
习题 3 试 求 自转 动能 远大 于 重力 势能 情况 下 陀螺 的 运动 ( 称 为 快 陀螺 ). 
解 :如 果 忽 略 重 力 场 ,在 一 阶 近似 下 ,陀螺 轴 绕 着 M 自由 进 动 (在 这 种 情况 
下 对 应 于 陀螺 章 动 ) ,根据 (33.5), 角 速度 为 
RM 
0 = 到， 


nut 


(1) 


在 高 阶 近 似 中 会 出 现 M 绕 紧 直 方向 的 慢 速 进 动 (图 50). 为 了 求 进 动 角 束 
度 ,我 们 将 精确 运动 方程 (34.3) 
dM 


a * 


按 章 动 周期 平均 .作用 在 陀螺 上 的 重力 短 等 于 = win, X g, 其 中 hn 是 陀螺 轴 
方向 的 单位 矢量 . 由 对 称 性 ,KK 按 * 章 动 锥 "平均 归结 为 将 矢量 1 替换 为 其 在 
M 方向 的 投影 cosaM/M(a 是 NM 与 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 ). 于 是 得 方程 


M4 - -cosa lig x M. 


这 就 是 说 ,矢量 MI 以 角速度 


Alcosa 


《2 8 (2) 
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( 比 Qi 小 ) 绕 g( 竖 直方 向 ) 进 动 . 
在 我 们 所 研究 的 近似 中 ,公式 (1) 和 (2) 中 的 M 和 cosa 都 是 常数 (严格 地 
说 ,不 是 运动 积分 ) .它们 与 严格 的 守恒 量 开 和 M 之 间 的 关系 为 


一 人 ”一 一 十 
AT = AMcosa ， FE 万 T 7 


$36 ” 欧 拉 方程 


在 $ 33 中 的 运动 方程 是 相对 固定 坐标 系 的 :在 方程 (34.1) 和 (34.3) 中 的 导 
数 dPjdt 和 dMjdt 是 矢量 已 和 AM 相对 这 个 坐标 系 的 改变 量 .但 是 ,刚体 动量 逢 
M 的 分 量 与 角速度 分 量 之 间 的 关系 ,在 与 惯性 主轴 重合 的 动 坐标 系 中 更 简单 
为 了 利用 这 个 关系 ,必须 先 将 运动 方程 变换 到 动 坐标 系 . 

设 dA/di 是 任意 矢量 4 相对 固定 坐标 系 的 变化 速度 .如果 矢量 4 相对 旋 
转 坐 标 系 不 变化 , 则 它 相 对 固定 坐标 系 的 变化 只 有 转动 ,于 是 


(参见 $9, 其 中 证 明了 公式 (9.1) 和 (9.2) 等 对 任意 矢量 都 成 立 ) .一 般 情 况 下 ,这 
个 等 式 右 端 应 该 加 人 矢量 4 相对 动 坐标 系 的 变化 速度 ,我 们 记 这 个 速度 为 
d Aldt ,可 得 

dA dA 


dr- a+RxA. z (36.1) 
利用 这 个 一 般 公 式 ,我 们 可 以 将 方程 (34.1) 和 (34.3) 写 成 
dP+oxPp= F, MOxM= K. (36.2) 


因为 是 在 动 坐标 系 中 对 时 间 的 求 导 ,我 们 可 以 将 这 些 方程 直接 向 动 坐标 轴 投 影 ， 
d'P 二 d Pi [本 村] dM 一 一 dM Fi 
(|) = dt 写 ) = di ， 
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其 中 下 标 1,2,3 表示 对 应 坐标 轴 zi ,xz; ,zi 的 分 量 .在 第 一 个 方程 中 用 wy 代 
替 书 ,得 

















4 (+ Os V, Qs V, )= F,,， 
p(t+ OV- QV,) = 已 ， (36.3) 
ze 人 (SOTV:- QV )=F,. 

假设 惯性 主轴 沿 x ,zz;, 则 (36.2) 的 第 二 个 方程 中 M = LQ ,等 等 . 
1 + (1 - 1)0;0;=K,, 
7 + (1 - 1) .001 = K,, (36.4) 
1s -1.)0,0,= K,;,. 





方程 (36.4) 称 为 欧 拉 方程 . 
当 自 由 转动 时 K =0, 欧 拉 方 程 为 
dn, ,Bb- 1 

















dt I -0.0,=0, 

d02, Ti-—1;, 

47 十 LT 0Q;01=0, (36.5) 
dQ, 1 ,—I1 

dr 1, 0Q2,02,=0. 


作为 例子 ,我 们 应 用 这 些 方程 研究 对 称 陀螺 的 自由 转动 . 设 丰 = 了 ,由 第 3 
个 方程 可 知 ,2. =0, 即 2; = const. 此 后 第 1 和 第 2 个 方程 写成 
0 = -ww,, 0,= wh,, 
其 中 引入 了 常量 


1 一 了 
“= 0 一 7 一 (36.6) 


将 第 2 个 方程 乘 以 1 加 上 第 1 个 方程 ,得 
二 (0 +i0,) =iw(Q, +iQ,), 


由 此 得 
0 +i0, = Ae™, 
其 中 A 为 常数 ,可 以 认为 是 实数 (只 要 适当 选择 时 间 起 始点 ) ,那么 
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Qi1= Acoswt, 0,= Asinwt. (36.7) 


这 个 结果 表明 ,角速度 在 生 直 陀螺 轴 的 平面 上 投影 为 常量 (Vy Qi+ 023 
= A), 并 且 在 该 平面 内 以 角速度 w 旋转 .由 于 在 陀螺 轴 上 的 投影 0 也 是 常量 ， 
故 矢量 2 的 大 小 不 变 , 并 以 角速度 w 绕 陀螺 轴 等 速 旋转 .由 于 M 和 8 的 分 量 
关系 为 M =T no,M, =T10,，M=710; ,显然 M 也 作 这 样 的 运动 (相对 
陀螺 ) . 
这 里 所 得 的 结果 是 $33 和 S35 中 相对 固定 坐标 系 研 究 结 果 的 另 一 种 表示 . 
特别 地 ,矢量 M( 图 48 上 Z 轴 ) 绕 zx; 转动 的 角速度 等 于 欧 拉 角 表示 的 角速度 
-y .利用 方程 (35.4) 有 

j= 


或 者 根据 (36.6) 有 


— ycos0= M cosb| 元 一 元 j 


{,— 1 
Li 





-y= 0; 
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我 们 利用 欧 拉 方程 研究 更 复杂 的 问题 , 即 研 究 3 个 主 转 动 惯量 各 不 相等 的 
非 对 称 陀螺 的 转动 .假设 
I;>1,>1. (37.1) 
我 们 早 就 知道 欧 拉 方程 的 两 个 积分 ,分 别 由 能 量 守 恒定 律 和 动量 矩 守 恒定 
律 给 出 
L071+1,02+ 1,0;=2E, 
PAQ+IQ:+10Q:= M’, z (37.2) 
其 中 能 量 E 和 动量 矩 的 大 小 M 是 给 定常 数 .这 两 个 等 式 可 以 用 M 的 分 量 表 
示 为 


Mi? AM M 
++ 2FE,， (37.3) 
Mi+M;+Mi3=M’. (37.4) 


由 此 可 以 得 出 一 些 陀螺 运动 的 特性 .我 们 注意 到 ,在 以 M, ,MM,,M; 为 轴 的 
坐标 系 中 ,方程 (37.3) 和 (37.4) 分 别 是 半 轴 为 
2E1,, 2El,, 2 五 1， 
的 椭 球 面 方程 和 半径 为 M 的 球面 方程 . 
当 MM( 相 对 陀螺 的 惯性 轴 ) 移 动 时 ,其 端点 沿 着 这 两 个 曲面 的 交 线 运动 (在 
图 51 上 郴 出 了 椭 球 与 不 同 半径 的 球面 的 一 系列 交 线 ) . 交 线 存在 的 条 件 是 
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2FE1 < M’ <2E1,, (37.5) 

其 几何 解释 为 球 (37.4) 的 半径 介 于 椭 球 (37.3) 的 长 半 轴 和 短 半 轴 之 间 . 

我 们 研究 M 的 变化 (给 定 能 量 玉 ) 引 起 矢量 M 端点 的 轨迹 性 质 的 变化 . 
当 M- 略 大 于 2EI, 时 , 球 和 椭 球 交 于 两 条 很 小 的 封闭 曲线 ,它们 在 椭 球 两 个 极 
点 附近 围绕 x, 轴 ( 当 M 一 2E1 时 ,两 条 曲线 分 别 收缩 到 极点 ). 随 着 M? 继续 
增 大 曲线 扩大 , 当 M =2EIl, 时 ,曲线 变 成 两 条 平面 曲线 (椭圆 ) ,并 相交 于 椭 球 
在 xz, 轴 上 的 极点 . M? 再 继续 增 大 ,重新 出 现 两 条 分 别 围绕 x, 轴 上 极点 的 封闭 
曲线 , 当 M*->2EI, 时 ,这 两 条 曲线 收缩 为 两 个 点 . 

首先 应 该 指出 ,轨迹 的 封闭 性 意味 着 矢量 M 相对 陀螺 的 运动 是 周期 性 的 ， 
在 一 个 周期 内 矢量 M 画 出 某 条 圆锥 曲线 并 回 到 原来 位 置 ， 

我 们 进一步 发 现 , 在 椭 球 不 同 极 点 附近 的 轨迹 有 不 同 的 性 质 .在 x, 轴 和 > 
轴 附 近 ,轨迹 完全 分 布 在 极点 周围 ,而 在 x, 轴 附 近 , 轨 迹 将 远离 极点 .这 种 不 同 
相应 于 陀螺 绕 3 个 轴 转 动 有 不 同 的 稳定 性 . 绕 x 轴 和 zx, 轴 ( 相 应 于 陀螺 3 个 
转动 惯量 中 的 最 大 值 和 最 小 值 ) 的 转动 稳定 , 即 偏离 这 些 状 态 很 小 时 ,陀螺 将 继 
续 在 初始 状态 附近 运动 . 绕 x, 轴 的 转动 不 稳定 , 即 任意 小 的 偏离 都 可 以 产后 远 
离 陀 螺 初 始 位 置 的 运动 . 

为 了 确定 8 的 分 量 (或 者 平行 于 它们 的 M 的 分 量 ) 对 时 间 的 依赖 关系 ,我 
们 利用 欧 拉 方 程 (36.5). 利 用 (37.2) 将 02, 和 0Q, 用 0Q, 表示 : 


矢量 82 端点 画 出 的 类 似 曲线 称 为 极 迹 . 
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一 1 _ M2 _ 2 
IE M )- 1,(1;- 1,)0;], 











1 2 2 
Q3= TIM 2E1,)- 1,(I,—1,)03], (37.6) 
并 代入 (36.5) 的 第 二 个 方程 ,得 
dQ2, ILI,—I1 1 2 
= ;二 2E1, — — 
于 元 Q.0 元 订 交 7 一 M’) 
DCT 1 ) 0M: -2E1)- 1,(L,— 1)0]1™. (37.7) 


将 这 个 方程 分 离 变 量 并 积分 ,得 椭圆 函数 形式 的 函数 上 (2;). 在 化 为 标准 形式 
时 ,我 们 假设 


M’ >2F1， 
(反之 ,在 下 面 的 所 有 公式 中 对 调 下 标 1 和 3). 我 们 用 新 变量 替换 : 和 00,: 
13 2 M -~ a 2 3 iz2 
并 引进 正 参 数 &” 1 如 下 : 
2 (LB- TQEL,-M ) (37.9) 


(1,—1,)(M -2EI1,). 
于 是 有 


_ | ds 
ovV(1—-s)(1- ks ) 
(选择 时 间 起 始点 为 Q，= 0 时 刻 ). 反 解 这 个 积分 可 得 雅 可 比 椭 圆 泪 数 
由 此 卫 数 给 出 Q2, 对 时 间 的 依赖 关系 .根据 等 式 (37.6), 隔 数 Q(t1) 和 0,(t) 可 
由 0Q,(z) 的 代数 表达 式 给 出 .考虑 到 另外 两 个 椭圆 沼 数 的 定义 


cntr=V1l-snrt, dntr=vV1l- ksnr, 


最 后 可 得 下 面 公 式 : 
0 2El; -AI 
AM TO 
(2, 一 | 7 二 人 =， (37. 10) 
0, AM 一 2El, 1 
LOI) 一 了 nr. 


函数 (37.10) 是 周期 的 ,并 且 对 r 的 周期 为 4K ,其 中 KK 是 第 一 类 全 椭圆 
积分 : 
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ni2 
-ce (37.11) 


| ds _ 
ovV(l1-s)(1— ks’) 0 V1- ksin wu 


TT,l; 
DY th) CM -2EL) 37.12) 


经 过 这 段 时 间 后 ,矢量 2 回 到 相对 陀螺 的 原 位 置 (这 时 陀螺 自己 不 会 回 到 
相对 固定 坐标 系 的 原 位 置 , 见 下 面 ). 

当 降 = J 时 ,公式 (37.10) 退化 为 前 一 节 得 到 的 对 称 陀螺 的 公式 .事实 上 ， 
当 二 -> 时 ,参数 已 > 0, 椭 圆 函数 退化 为 

snr ~ sint, cnr 一 cosr， dnrt -> 1,， 
于 是 就 退化 到 公式 (36.7). 

当 M- = 2FE1 时 有 :0 = 0，= 0,0;，= const, 即 矢量 2 方向 总 是 沿 着 对 
称 轴 zs ,这 相应 于 陀螺 绕 zx, 轴 等 速 转动 . 类似 地 , 当 M” = 2FE1 时 (这 时 r 三 
0) ,陀螺 绕 x, 轴 等 速 转动 . 

下 面 我 们 研究 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 (相对 固定 坐标 系 ). 为 此 我 们 引入 
陀螺 轴 zu, zz ,zs 和 坐标 轴 X,Y,Z 之 间 的 欧 拉 角 % ,p ,0 ,选择 固定 轴 2Z 沿 着 常 
矢量 M 的 方向 .由 于 方向 Z 相对 zi,z ,zs 轴 的 极 角 和 方位 角 分 别 等 于 9 和 
rf/2 - Jy( 参 见 第 112 页 的 脚注 ) , 则 矢量 M 向 z ,x, ,zi 轴 投 影 得 

Asinbsiny = AM = TQ, 
AfsinbcosV = M, = 1,0,, (37.13) 
Mcos0= M, = 1,0;. 


对 时 间 的 周期 为 








由 此 得 
_ {1,02; 人 
cos0 = 7 tany = Tg (37.14) 
利用 公式 (37.10) 得 
0 1,(M’ — 2E1) ， 
OSU 一 一 一 五 一 一 一 一 一 一 QITZ 
A Mi(I,—I ， 
(1s— ) (37.15) 


Tl.(1,— 1,) cnT 
tany = V DO IY Snz， 
由 此 获得 角 6 和 y 对 时 间 的 依赖 关系 ,与 矢量 8 的 分 量 一 样 ,它们 是 时 间 的 周 
期 为 (37.12) 的 局 期 函数 . 


在 公式 (37.13) 中 没有 角 p ,为 了 计算 这 个 角 ,需要 利用 公式 (35.1) ,该 公式 
用 欧 拉 角 对 时 间 的 导数 表示 2 的 分 量 .从 等 式 
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f= Psingsinw 十 bcosy ， 
f2, = psinGcosy — Osiny ， 
消去 9 ,可 得 


_ Qsing + fcosg 


sing 
然后 利用 公式 (37.13), 可 得 
do TO1+ 1,0; 
-= AM -一 7 (37.16 ) 
dz TPQ:+I 0 


由 此 可 通过 积分 来 确定 函数 gp(z), 但 被 积 表达 式 很 复杂 ,包括 椭圆 函数 .经 过 一 
系列 复杂 的 变换 ,可 以 将 这 个 积分 表示 为 @ - 郴 数 ,我 们 这 里 不 进行 具体 计算 
仅 给 出 最 后 结果 .中 
耻 数 gp(1) 可 以 写成 下 面 两 项 之 和 (精确 到 可 加 常数 ) 

p(t1)= pi1(t) + g(t), : (37.17) 
gpg1(t) 由 下 式 给 出 : 
90 (2t/T -ia) 
Bu TT ria)’ (37.18) 
其 中 01 是 0 — 肾 数 ,a 是 实 常 数 ,a 由 下 式 确 定 : 


/LM -2E1l.,) * 
sn(i*2aK )=i 末了 本 7 (37.19) 


(天 和 工 由 公式 (37.11) 和 (37.12) 给 出 ).(37.18) 右 端 是 周期 为 T/2 的 周期 区 
数 , 因 此 gp;(z) 在 时 间 械 内 变化 2x.(37.17) 的 pg;(1) 由 下 面 公式 给 出 : 


@ ?1 (1) 一 - 





四 1 M i do0tlia) 
Ja(t) 二 2 元， T” 2x xT Bd (ia) (37.20) 


这 个 函数 在 时 间 TT 内 变化 量 为 2x. 
可 见 ,g 是 两 个 周期 疯 数 之 和 ,并 上 且 一 个 的 周期 ( 芽 ) 与 角 y 和 9 的 周期 相 
同 , 另 一 个 的 周期 ( 工 ) 与 前 一 个 是 不 可 约 的 .后 一 种 使 得 陀螺 永远 不 可 能 问 到 
自己 的 初始 位 置 . 
习 题 
习题 1 试 求 陀螺 绕 惯 性 主轴 xX;( 或 Xx) ) 附 近 轴 的 自由 转动 . 
解 : 设 zi; 轴 靠 近 MM 的 方向 .那么 分 量 M 和 M, 是 小 量 , 而 MAM( 精 确 


DD 参见 .EE.T. YTTYTegep. AnannThHuecran 工 EHaMHKa , 一 M.,: OHTIH,1937. 
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到 一 阶 小 量 ). 在 这 样 的 精度 下 , 欧 拉 方程 (36.5) 的 前 两 个 写成 





aM -| -了 an -人 下 - 
di 一 |1 Lb 20M,, dr I 1 440 AM ， 
这 里 我 们 引入 了 记号 0 = M/D .我 们 来 求 My , M， 的 正比 于 e” 的 解 , 对 于 频 
率 w 可 得 
_ /3 _ (F- ) z 


对 于 Mi ,M, ,我 们 有 


/了 /I 
AT = Ma 产 一 1cosowt ， M,= Ma ~ lsinwt, (2) 
2 1 


其 中 a 是 任意 的 小 第 数 .矢量 M 相对 陀螺 的 运动 由 这 些 公式 确定 ,在 图 51 中 
矢量 M 的 端点 (以 频率 w) 绕 着 x, 轴 上 的 极点 画 出 小 椭圆 . 

为 了 确定 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 ,我 们 来 求 其 欧 拉 角 . 在 给 定 情 况 下 ,zi3 
和 Z(IM 的 方向 ) 的 夹 角 0 是 小 量 , 根 据 公式 (37.14) 有 


_M, 2 是 | -~ 
tany = WL O° 2(1—cos0)=2|1 MM/ 
将 (2) 代 入 ,得 
_ I (1;— 1,) 
tany =. 元 TT) tt 
六 -二 | (Pl)eos ort (Pl)sint oe |. (3) 
1 


为 了 计算 角 2 ,我 们 注意 到 ,根据 (35.1) 中 的 第 3 个 方程 , 当 0 之 1 时 有 
QAO + oy. 
所 以 
p= ot-y 

( 咯 去 了 任意 积分 常数 ). 

如 有 果 直接 观察 陀螺 3 个 惯性 主轴 的 变化 ( 沿 着 这 些 轴 的 单位 矢量 为 ii ,nn,， 
13) ,可 以 获得 陀螺 运动 的 直观 概念 .矢量 和 n, 在 平面 XY 内 以 频率 0， 等 
速 转动 ,同时 以 频率 w 活着 横向 振动 ,这些 振动 由 这 两 个 单位 秋 量 的 Z 方向 分 
量 确定 ,对 这 些 分 量 有 
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在 同样 精度 下 ,对 于 矢量 1; 有 
naxS0sing, ny Ocosp, ns3z~1 
(13 的 方向 相对 和 ,YY,Z 轴 的 极 角 和 方位 角 等 于 0 和 ww 一 x/2, 参 见 第 112 页 脚 
注 ). 进 而 有 (利用 公式 (37.13)): 
nsx = Osin( (ot ~ y)= OsinQo tecosyg ~ OcosQ0 tsing 


M, NA， 
RF sinfo 上 一 cosf2ot 


/了 /了 
=a /一 一 lsin(f2o tsinwt — a 一 一 ] cosf20 tcoswt, 
了 了 


或 者 最 后 得 
,人 | Lay A 
4a | /号 —1|cosl (0 — w)z]. 
2 |A/ 工 
类 似 地 ， 


3/E + | 二 3 ee 
4 3 B_ sin —w 
a 中 -satto。 


由 此 可 知 , 拓 量 13 的 运动 是 以 频率 (Duo 土 w) 绕 Z 轴 的 两 个 转动 合成 的 . 

习题 2 试 求 M* =2El, 情况 下 陀螺 的 自由 转动 . 

解 :在 图 51 上 ,这 种 情况 相应 于 矢量 M 的 端点 洛 着 过 x 轴 极 点 的 曲线 
运动 . 

方程 (37.7) 有 如 下 形式 : 

3 15, t=t 0,, ;= 富 ， 

其 中 引入 了 记号 06 = MI/1 = 2E/M .积分 这 个 方程 ,然后 利用 公式 (37.6)， 
可 得 


TD 一 大) 1 
人 二 人 T(JT,~ 1,) coshr” 
0Q2, = 人 tanhr， 


1,(1,—1,) 1 
3 OY TU 1) SR 


为 了 确定 陀螺 的 绝对 运动 ,我们 引入 欧 拉 角 , 定 义 昌 为 Z 轴 (M 的 方向 ) 与 
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陀螺 惯性 主轴 zi( 不 是 正文 中 的 x;) 之 间 的 夹 角 .在 给 出 矢量 和 2 的 分 量 与 欧 拉 
角 关 系 的 公式 (37.14) 和 (37.16) 中 ,将 下 标 循环 替换 123 一 312. 然后 将 (1) 式 代 
入 可 得 
cos0=tanhr, w= ft+econst, tany= 产 关 站 
由 所 得 公式 可 知 ,矢量 2 按 渐 近 线 ( 当 1 一 co 时 ) 趋 近 于 xr, 轴 , 同 时 Z 轴 
按 渐 近 线 趋 近 于 国定 轴 2Z. 
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由 运动 方程 (34.1) 和 (34.3) 可 知 , 刚 体 平 衡 条 件 是 作用 在 刚体 上 的 力 之 和 
等 于 零 ,力矩 之 和 也 等 于 零 : 

F= >,f=0, K= > rxf=0. (38.1) 
这 里 的 求 和 是 对 作用 在 刚体 上 的 所 有 外 力 , 而 上 是 力 的 作用 点 的 径 矢 .这 时 和 定义 
力矩 的 点 (坐标 原点 ) 可 以 任意 选择 : 当 = 0 时 ,K 不 依赖 于 这 个 点 的 选择 ( 参 
见 (34.5)). 

如 果 我 们 研究 两 个 相互 接触 的 刚体 , 则 平衡 条 件 (38.1) 应 该 对 每 个 刚体 成 
立 . 这 时 外 力 应 该 包括 作用 在 给 定 刚 体 上 的 其 它 与 之 接触 的 刚体 的 作用 力 . 这 些 
作用 在 刚体 接触 点 上 的 力 称 为 反 力 .显然 ,两 个 刚体 相互 作用 的 反 力 大 小 相等 方 
癌 相 反 . 

一 般 情况 下 ,确定 反 力 的 大 小 和 方 回 ,需要 对 所 有 刚体 联合 求解 平衡 方程 组 
(38.1) .在 某 些 情况 下 , 反 力 的 方向 可 以 由 问题 的 条 件 直接 给 出 .例如 ,如果 两 个 
刚体 可 以 沿 着 接触 面相 互 自由 滑动 , 则 反 力 的 方向 沿 着 接触 面 的 法 线 . 

如 果 两 个 接触 刚体 相对 运动 , 则 除了 反 力 ,还 有 耗 散 性 质 的 力 , 即 摩擦 力 . 

接触 的 刚体 有 两 种 可 能 的 相对 运动 :滑动 和 滚动 .在 滑动 时 反 力 垂直 于 接触 
面 ,而 摩擦 力 沿 着 接触 面 的 切线 . 

纯 滚 动 的 特点 是 刚体 在 接触 点 没有 相对 运动 , 换 句 话说 ,在 每 个 时 刻 就 像 滚 
动 刚 体 的 接触 点 被 固定 一 样 . 这 时 反 力 的 方向 是 任意 的 , 即 不 一 定 垂 直接 触 面 . 
深 动 摩 阻 以 附加 力矩 的 形式 阻碍 滚动 . 

如 有 果 滑 动 时 摩擦 力 足 够 小 ,可 以 忽略 , 则 称 刚 体 接触 面 绝 对 光滑 .反之 ,如 果 
接触 面 的 性 质 决 定 刚 体 只 能 作 无 滑动 的 纯 滚 动 ,而 滚动 摩 阻 可 以 忽略 , 则 称 接触 
面 绝对 粗糙 . 

在 这 两 种 情况 下 ,摩擦 力 不 出 现在 刚体 运动 问题 中 ,因此 问题 是 纯 力 学 的 . 
如 果 摩 擦 的 具体 性 质 对 运动 来 说 是 非常 重要 的 , 则 运动 不 是 纯 力学 过 程 ( 参 见 
§ 25). 





. 126 . 第 六 章 ”刚体 的 运动 


刚体 的 接触 使 它们 的 自由 度 比 自由 运动 时 有 所 减少 .到 目前 为 止 ,我 们 在 研 
究 问 题 时 ,都 要 引信 与 实际 自由 度 相 应 的 坐标 .但 是 ,对 于 刚体 的 滚动 ,这样 选 择 
坐标 可 能 是 行 不 通 的 . 
刚体 滚动 的 条 件 是 两 个 刚体 上 接触 点 速度 相等 (例如 ,刚体 沿 着 静止 表面 深 
动 时 ,接触 点 速度 应 该 等 于 零 ) .一 般 情况 下 ,这 个 条 件 表 示 成 约束 方程 的 形式 
> cudi = 0， (38 .2) 
其 中 c。 只 是 坐标 的 函数 (下 标 a 是 约束 方程 的 编号 ). 如 果 左 端 不 是 某 个 关于 坐 
标 轴 数 对 时 间 的 全 导数 , 则 这 些 方程 是 不 可 积 的 . 换 句 话说 ,这 些 方程 不 能 转化 
为 仅仅 是 一 些 坐 标 之 间 的 关系 式 ,利用 这 些 关系 式 ,可 以 用 与 实际 自由 度 相 应 的 
较 少 坐标 来 描述 刚体 的 位 置 .这 样 的 约束 称 为 非 完整 约束 (与 只 是 给 出 坐标 之 间 
关系 的 完整 约束 相反 ). : 
例如 ,我 们 研究 球 沿 着 平面 的 滚动 .我 们 用 V 表示 平 动 速度 ( 球 心 速度 ) ,用 
4 表示 球 转动 角速度 .如 果 在 一 般 公 式 m = V+ 人 2 xr 中 令 r = 一 an(a 为 球 的 
半径 ,n 为 平面 在 接触 点 的 法 向 单位 矢量 ), 则 可 得 球 与 平面 接触 点 的 速度 .我 们 
要 求 的 约束 是 在 接触 点 没有 滑动 的 条 件 , 由 下 面 方程 给 出 
V-a(QNxn)=0. (38.3) 
这 个 方程 不 可 积 :虽然 速度 Y 是 球 心 径 矢 对 时 间 的 全 导数 ,但 角速度 一 般 情况 
下 不 是 某 个 坐标 对 时 间 的 全 导数 .因此 ,(38.3) 是 非 完 整 约 束 中 . 
由 于 非 完 整 约束 的 方程 不 能 用 来 减少 坐标 数 , 所 以 存在 这 样 的 约束 就 必须 
使 用 非 全 部 独立 的 坐标 . 为 了 建立 拉 格 朗 日 方程 , 我们 重新 回 到 最 小 作用 量 
原理 . 
形式 为 (38.2) 的 约束 限制 坐标 变 分 的 可 能 取 值 . 就 是 说 ,在 该 方程 两 边 科 
以 5z ,我 们 可 以 发 现 变 分 8a; 不 是 独立 的 ,它们 满足 关系 式 


2 cadg; = 0. (38.4) 
在 对 作用 量变 分 时 必须 考虑 这 个 关系 式 . 根 据 求 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 方法 ,应 该 
给 作用 量变 分 
aL d 9L 
Go = | B84 [元 ~ ar 这 jd 
的 被 积 表达 式 加 上 乘 以 不 定 乘 子 ( 坐 标的 函数 )。 后 的 方程 (38.4) ,然后 令 积 分 
等 于 零 .这 时 可 以 认为 所 有 变 分 5g,; 是 独立 的 ,可 得 方程 


” @ 应 该 指出 ,对 于 圆柱 ,这 样 的 约束 是 完整 的 . 这 时 滚动 中 转动 轴 的 方向 在 空间 保持 不 变 ,所 以 了 
= dg/dt 是 圆柱 绕 自己 的 中 轴 转 角 p 对 时 间 的 全 导数 .这 时 关系 式 (38.3) 可 积 , 给 出 球 质心 坐标 与 p 之 间 
的 关系 ， 
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二 一 5 一 二 > Asca 。 (38.5) 


该 方程 与 约束 方程 (38.2) 一 起 构成 了 对 于 g; ,4。 的 封闭 方程 组 . 

在 上 述 方法 中 不 出 现 反 力 ,刚体 的 接触 完全 反映 在 约束 方程 中 .然而 , 男 有 
一 种 建立 接触 刚体 运动 方程 的 方法 , 反 力 出 现在 方程 中 .这 种 方法 (构成 了 达 凑 
贝尔 原理 的 内 容 ) 的 实质 是 对 每 个 刚体 写 出 方程 


P57, MM Srxy, (38.6) 
并 且 在 作用 力 f 中 包 插 反 力 , 这 些 反 力 是 预先 未 知 的 ,在 求解 运动 方程 时 与 运动 
一 起 确定 .这 种 方法 对 完整 约束 和 非 完 整 约束 同样 适用 . 
习 题 

习题 1 均 质 球 在 力 下 和 力矩 KK 作用 下 , 沿 着 平面 滚动 , 斌 利用 达 朗 贝尔 
原理 求 运动 方程 . ~ 

解 : 在 正文 中 已 经 写 出 约束 方程 (38.3). 引 入 平面 作用 在 球 上 的 反 力 (用 RR 
表示 ), 写 出 方程 (38.6): 


dV 
“ar FtR, (1) 
1 52=K-a(nxR) (2) 


(这 里 考虑 了 了 =jV 以 及 对 于 球形 陀螺 M = IQ2). 将 约束 方程 (38.3) 对 时 间 求 
导 , 得 
V=a(Qxn). 
代入 方程 (1) 并 与 方程 (2) 联 立 消 去 中 ,可 得 方程 
A(F+R)=Kxn -aR+i+an(n:R). 
ap 


将 这 个 方程 写成 分 量 形式 并 代入 [= (2/5)jya (参见 832 习题 2 的 b), 得 


Ik _2 -~_ Dk -2 

R. 7aK, Te, R= 77aK: -7 

(以 滚动 平面 为 zy 平面 ). 最 后 ,将 这 些 表达 式 代入 方程 (1), 可 得 仅 包含 给 定 外 
力 和 力矩 的 运动 方程 


F 


y 量 


R.=-F. 





dV, 5 K,\y dV, 5 K, 
Et Gm et Gd 
利用 约束 方程 (38.3), 可 以 将 分 量 D. ,0, 用 V,,V, 表示 ,而 对 于 Q. 有 
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(方程 (2) 的 z 方向 分 量 ). 

习题 2 重 为 卫 长 为 ! 的 均 质 杆 BD 靠 在 墙 上 ,如 
图 52 所 示 , 其 下 端 A 用 绳 AB 固定 . 试 求 支撑 点 反 旋 
和 绳 的 张力 . 

解 :. 杆 的 重量 体现 为 作用 在 杆 中 点 的 竖 直 向 下 的 
力 PP. 反 力 Rs，,R. 的 方向 分 别 坚 直 向 上 和 垂直 杆 , 绳 
张力 全 的 方向 是 从 BB 指向 A. 解 平衡 方程 可 得 


R 


c= Fsin2a, Rop=P- Resina, T= Recosa. 

习题 3 重 为 卫 的 杆 AB 以 两 个 端点 靠 在 水 平面 
和 紧 直 面 上 ,并 用 两 条 水 平 绳 AD 和 BC 拉 着 , 绳 BC 
与 杆 AB 位 于 同一 个 竖 直 面 内 (图 $3). 试 求 支 撑 点 反 力 图 52 
和 绳 的 张力 . 








解 :张力 T ,Ts 的 方向 分 别 从 A 到 吕 和 从 B 到 C. 反 力 R,,R。 分 别 垂直 


相应 的 平面 . 解 平衡 方程 得 RN 


Kr = PP, Te = 二 cota， 
R= TpsinB, Ta= Tgcosp. 

习题 4 两 根 长 为 / 的 杆 上 面 以 镁 链 相连 ,下 
面 用 绳 连接 (图 54). 在 一 棚 杆 的 中 点 作用 一 个 力 下 
(忽略 杆 的 重量 ). 斌 求 反 力 . 

解 :作用 在 A 点 的 张力 从 A 指向 已 ,而 作用 在 
B 点 的 张力 从 BB 指向 A. 在 A 点 和 B 点 的 反 力 Th 
和 Ts 重 直 支撑 平面 .用 R。. 表示 匀 链 作用 在 AC 杆 
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上 的 反 力 , 则 匀 链 作用 在 BC 杆 上 的 反 力 为 - 尺 . 根 据 平 衡 条 件 , 作 用 在 BC 杆 
上 的 力 Rp,T, 一 Re 的 力 纶 之 和 等 于 零 , 由 此 可 知 矢量 R. 的 方向 活着 BC. 再 利 
用 其 它 平 衡 条 件 ( 对 两 根 杆 的 每 一 根 ), 可 得 


3 F 

Rs = 4 人 na 二 可， 

_ 荆 _ 工 
cn ， 二 本 cota 
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到 现在 为 止 ,我 们 研究 任何 系统 的 运动 都 是 相对 惯性 参考 系 的 .例如 ,对 于 
在 外 场 中 运动 的 质点 ,在 惯性 参考 系 中 才 有 拉 格 朗 日 函数 





Lo, 三 本 一 了， (39.1) 
和 相应 的 运动 方程 
dz 39U 
dt 9r 


(我 们 在 本 节 用 下 标 0 表示 在 惯性 参考 系 中 的 物理 量 ). 
现在 我 们 研究 在 非 惯 性 参考 系 中 质点 运动 方程 的 形式 .我 们 仍 以 最 小 作用 
量 原 理 为 出 发 点 , 它 的 应 用 范围 不 受 参考 系 选择 的 限制 ,同时 , 拉 格 朗 日 方程 
qd aL_aL 
di om 9r 
也 同样 有 效 . 但 拉 格 衣 日 函数 已 经 不 是 (39.1) 的 形式 ,为 了 求 得 它 , 需 要 引入 函 
数 工 , 的 变换 . 
我 们 分 两 步 进 行 这 个 变换 .我 们 首先 研究 以 速度 V(t) 相 对 惯性 参考 系 K。 
运动 的 参考 系 K .质点 相对 参考 系 K。 和 K’ 的 速度 v。 和 w 之 间 的 关系 为 
vo=vw + V(z). (39.3) 
将 这 个 等 式 代 人 (39.1) ,可 得 在 参考 系 开 中 的 拉 格 朗 日 函数 


Lm Vt 
但 VY(z) 是 时 间 的 给 定 函 数 ,可 以 当 作 某 个 孙 数 对 时 间 的 全 导数 ,所 以 上 式 中 


第 3 项 可 以 略 去 .此 外 ,vw =dr /dt, 其 中 x 是 质点 在 参考 系 K’ 中 的 径 矢 ,所 以 有 


(39.2) 


mV(t)'v = mV: = mV’) 一 mr 
代入 拉 格 朗 日 函数 并 略 去 对 时 间 的 全 导数 ,可 得 
六 = 2 mW() er U, (39.4) 


2 
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其 中 W = dVidt 是 参考 系 K 的 平 动 加 速度 . 
利用 (39.4) 可 得 拉 格 朗 日 方程 


dm 39D 


可 见 ,加速 平 动 参考 系 对 质点 运动 方程 的 影响 ,等 价 于 一 个 均匀 力 场 ,质点 
在 该 场 内 受 力 等 于 质量 有 乘 以 加 速度 W, 且 方向 与 如 速度 相反 . 

下 面 我 们 研究 男 一 个 参考 系 KK, 与 K 有 公共 的 原点 ,但 是 以 角速度 2(z) 转 
动 ,相对 惯性 参考 系 K, ,参考 系 K 既 平 动 又 转动 . : 

质点 相对 参考 系 K 的 速度 v 等 于 相对 参考 系 K 的 速度 v 加 上 与 参考 系 开 
转动 的 速度 人 Xr: 

v=v+Qxr 
(质点 在 参考 系 氏 和 天 中 的 径 矢 > 和 r 重合 ). 将 这 个 表达 式 代 入 拉 格 朗 日 函数 
(39.4) ,可 得 
四 


2 
这 是 在 任意 非 惯性 参考 系 中 拉 格 衣 日 函数 的 一 般 形式 .我 们 注意 到 ,参考 系 转动 
导致 出 现 一 个 特别 的 项 , 它 对 质点 速度 是 线性 的 . 

为 了 计算 拉 格 朗 晶 方程 中 的 导数 ,我 们 写 出 全 微分 
dL=mv:dv+tmdv:(Qxr)+t+mv (QRxXdr)tm(Rxr):(Qxdr)-— 


tmv(Qxr + (QRxXr) -mWr-U. (39.6) 


mW:dr -STdr=mo dv tmdv *(QXr)+ 
mdr(v XQ +m[(QXr) x Ql dr- mW'dr— Fedr. 
合并 包含 dv 和 dr 的 项 ,可 得 
Fmo tm Axr), =mv XA tm Oxr)xQl- mw- oe 
将 这 些 表 达 式 代 人 (39.2) ,可 得 运动 方程 
m = -SF -mWwt+ m(rxQ)+2m(v XQ)+m[Qx (rx 0)]. 
(39.7) 


我 们 发 现 , 因 参考 系 转动 产生 的 “惯性 力 ” 由 3 部 分 组 成 . 力 mx(r x 眉 ) 与 非 
等 速 转动 有 关 ,而 其 它 两 个 部 分 在 等 速 转动 时 也 存在 .2m (wm xX ) 称 为 科 里 奥 
利 力 ,与 以 前 研究 的 所 有 ( 非 耗 散 ) 力 不 同 , 它 依赖 于 质点 的 速度 .xm[Q x (rx 
2)] 称 为 离心 力 . 它 位 于 过 r+ 和 2 的 平面 上 ,垂直 于 转动 轴 ( 即 Q 方 向), 方向 
背离 转动 轴 . 离 心力 的 大 小 等 于 mpQ2? ,其 中 o 是 质点 到 转动 轴 的 距离 . 

我 们 研究 参考 系 没有 平 动 加 速度 且 等 速 转动 的 特殊 情况 . 在 (39.6) 和 和 
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(39.7) 中 令 到 = const, 了 三 =0, 可 得 拉 格 明日 晒 数 





L= Ye tmo(QxXr) + Qaxr) -UU (39.8) 
以 及 拉 格 朗 日 方程 
m Pe= +t2m(v XQ)+m[Qx (rx 0)] (39.9) 
我 们 计算 这 时 质点 的 能 量 .将 
p= =mov +m(Qxr) (39.10) 
代入 下 =P .ao -上 ,可 得 
已 = Ye -F(RXr)+U. (39.11) 


应 该 注意 ,能量 中 没有 速度 的 线性 项 .参考 系 的 转动 导致 能 量 中 出 现 仅 依赖 于 坐 
标 且 正比 于 速度 平方 的 附加 项 .这 个 附加 势能 - (mm/2)(8Q xr)? 称 为 离心 势能 . 
质 上 相对 等 如 转 动 参考 系 的 速度 ”与 相对 全 性 参考 系 的 加 度 " 的 关系 为 
=vVv +Oxr. (39.12) 
所 以 质点 在 参考 系 及 中 的 动 昌 p (参见 (39.10)) 等 于 质点 在 惯性 参考 系 Ku 
中 的 动量 p, = m vo .同时 相应 的 动量 矩 M=rxp 和 M=rxpm 也 相等 .但 质 
点 在 参考 系 K 和 K。 中 的 能 量 不 同 . 由 (39.12) 求 出 w 代入 (39.11) ,可 得 








E=— -mv (及 x ) = _ x v0): 2. 
前 两 项 是 质点 在 惯性 参考 系 K, 中 的 能 量 E, .在 最 后 一 项 中 代 人 动量 矩 ,可 得 
E=E,.—-M':0. (39.13) 


这 个 公式 确定 了 转换 到 等 速 转动 参考 系 时 的 能 量变 化 规律 .虽然 推导 是 对 一 

个 质点 的 情况 进行 的 ,但 是 可 以 直接 推广 到 任意 质点 系 , 同 样 导出 公式 (39.13). 
习 题 

习题 1 试 求 地 球 自 转 ( 角 速度 很 小 ) 引 起 自由 落体 的 偏 移 . 

解 : 在 重力 场 中 U= -mg*r, 其 中 g 是 重力 加 速度 ,在 公式 (39.9) 中 忽略 
包 人 金 和 2 的 平方 的 离心 力 , 可 得 运动 方程 

d=2v XQ+g. (1) 
用 逐 阶 近 似 法 求解 这 个 方程 .为 此 假设 v = 二 vi + vw,, 其 中 vw 是 方程 9, = 二 一 g 的 
解 , 即 vw = gi + vo(vo 是 初始 速度 ). 将 v = vi+v, 代 入 (1) 并 将 vw, 留 在 右 端 ， 
可 得 vw, 的 方程 
v=2 v0 XQR=2i1(gx 0)+2v0,. X10. 





132 . 第 六 童 ”刚体 的 运动 


积分 得 


2 3 
r=htvtts- +s(sxXQ)+r(v x), (2) 


其 中 h 是 质点 的 初始 位 置 和 失 量 . 
取 zx 轴 紧 直 向 上 ,zz 轴 沿 着 经 线 指 向 极点 ,那么 
sr = 一 S=0，8- = 一 8，10.=f1cos，0=0，0.=0snn， 
其 中 4 是 纬度 (假设 为 北 弹 ). 在 (2) 中 邻 v6=0, 得 


3 
z=0,， y= -gfQcosX. 
代入 下 落 时 间 1 二 V2hjg ,最 后 得 
312 
之 三 0， y=- 子 ( 符 ) g(2cosA 


(yy 值 为 负 表 示 向 东 偏 移 ). 
习题 2 试 求 以 初始 速度 wm 从 地 球 表面 向 上 抛 出 的 物体 的 偏 移 . 
解 : 设 初始 速度 ml 位 于 zz 平面 内 ,初始 高 度 为 有 二 0. 由 方程 (2)( 习 题 1) 可 得 


3 
了 20, 下 f° ( (vos i (2.v0. )， 


或 者 ,代入 飞行 时 间 tz2vo./g 有 


4 2 
y 一 0 (3v00 Uor(2, * 
Bs 


习题 3 斌 确定 地 球 转动 对 单 摆 微 振动 的 影响 ( 傅 科 摆 ). 
解 :忽略 摆 的 竖 直 方向 位 移 这 个 二 阶 小 量 ,可 以 认为 运动 在 zy 平面 内 . 略 
去 包含 0 的 项 , 写 出 运动 方程 为 
t+w r=20.9, y+w y= 一 20. 之 ， 
其 中 w 为 不 考虑 地 球 转 动 时 摆动 频率 .将 第 二 个 方程 乘 以 1 加 上 第 一 个 方程 ,可 
得 &=w+iy 的 方程 
E+2i0,€ + wé=0. 
当 D.< 和 ww 时 这 个 方程 的 解 有 如 下 形式 ， 
f=e (Ale”+A,e™) 
或 者 
r+iy=e "(xo +iyo), 
其 中 函数 Xo(1),yo(t) 给 出 不 考虑 地 球 转动 时 单 摆 的 轨迹 .因此 ,地 球 转 动 的 影 
响 是 使 轨迹 绕 坚 直方 向 以 角 迷 度 0, 转动 . 
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840 了 哈密 顿 方程 


利用 拉 格 期 日 函数 (和 由 它 导 出 的 拉 格 明日 方程 ) 来 研究 力学 规律 ,需要 给 
定 广义 坐标 和 广义 速度 来 描述 系统 的 力学 状态 .然而 ,这 种 描述 不 是 唯一 可 能 
的 .利用 广义 坐标 和 广义 动量 来 描述 系统 状态 ,具有 一 系列 优点 ,特别 是 在 研究 
各 种 力学 普遍 问题 的 时 候 .于 是 ,这 就 产生 了 建立 与 此 相应 的 运动 方程 的 问题 . 

通过 数学 上 著名 的 勒 让 德 变换 ,可 以 从 一 组 独立 变量 变换 到 男 一 组 .在 这 里 
给 定 的 情况 下 ,这 个 变换 可 概括 如 下 . 

拉 格 朗 日 函数 是 坐标 和 速度 的 沙 数 ,其 全 微分 等 于 


dL = 六 于 da + D3 


因为 按 定义 3L/3 &, 是 广义 动量 ,又 根据 拉 格 裔 日 方程 有 31L/3g, = p;, 所 以 上 
面 这 个 表达 式 可 以 写成 
dL = > pidg + > pd ga,. (40.1) 
现在 将 (40.1) 的 第 二 项 写成 
Dpidd; =d(> 记 9)- 2) Yidp,, 
将 全 微分 d( > p; 6;) 移 到 等 式 左 端 并 改变 所 有 符号 ,由 (40.1) 可 得 
qd(>)1b0 一 工 )=- DO pidg+ >，0idpb 

微分 号 下 的 量 是 用 广义 坐标 和 广义 动量 表示 的 系统 能 量 ( 参 见 $86) , 称 为 

系统 的 哈密 额 光 数 
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H(p,q,t) = Dpid: 一 工 . (40.2) 
由 微分 等 式 
dH =— 2 pidg; + >) didp. (40.3) 
得 出 方程 
4, = 5 ， Pp; 三 一 元 (40.4) 


这 就 是 用 变量 p 和 gqg 表示 的 运动 方程 , 称 为 哈密 顿 方程 .它们 构成 2* 个 未 知 
盟 数 的 2s 个 一 阶 微分 方程 组 ,代替 拉 格 朗 日 方法 的 ;个 二 阶 方程 .由 于 这 些 方 
程 的 形式 简单 并 且 对 称 , 称 之 为 正则 方程 . 

哈密 顿 也 数 对 时 间 的 全 导数 为 


dH oH oH. dH. 
dr 一 D7 十 >, ag, di 十 >， ap, i 
将 方程 (40.4) 的 4,,p, 代入 ,上 式 后 两 项 相互 抵消 ,因此 


9 


特别 地 ,如 果 蛤 密 顿 函数 不 显 含 时 间 , 则 dH/dt = 0, 即 得 到 能 量 守 恒定 律 . 

除了 动力 学 变量 g ,9 或 者 g,p, 拉 格 朗 日 沙 数 和 哈密 顿 函数 还 包含 各 种 参 
数 ,这 些 参数 描述 力学 系统 本 身 或 者 外 场 的 性 质 . 设 是 这 样 的 参数 ,我们 将 它 
看 作 变 量 , 则 代替 表达 式 (40.1) ,有 


dL = Bbidg + Dpd d+ Gd, 
而 代替 表达 式 (40.3) ,有 
dH =- > pidg + > idp; — da. 
由 此 可 得 拉 格 并 日 也 数 和 哈密 顿 葡 数 对 参数 4 的 偏 导数 之 间 的 关系 


aHY _ _ /aL 
(去 ) (去 ),， (40.6) 


下 标 表 示 ,在 对 互 求 导 时 p,g 是 不 变 的 ,对 工 求 导 时 gq,g 是 不 变 的 . 

这 个 结果 可 以 表示 为 男 一 种 形式 . 设 拉 格 朗 日 函数 的 形式 为 L = L。+ L“， 
其 中 LL 是 基本 哺 数 工 , 很 小 的 附 趣 项 .哈密 顿 浮 数 态 = Hour+ 的 相应 附加 项 
与 L“ 的 关系 为 

(H’),, =— (L’);,,. (40.7) 

可 以 发 现 ,在 从 (40.1) 到 (40.3) 的 变换 中 ,我们 没有 写 出 带 dt 的 项 , 即 没 
有 考虑 拉 格 明日 函数 可 能 显 含 时 间 的 情况 . 这 是 因为 在 给 定 情 况 下 时 间 仅 仅 是 
一 个 参数 ,与 所 做 的 变换 无 关 . 类 似 于 公式 (40.6) , 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 
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3H _ 3 (4 
一 一 三 一 | 一 一 . 0.8) 
医 p,q 9t 了 ,9 
习 题 
习题 1 试用 箭 卡 儿 坐 标 、 柱 坐标 和 球 坐 标 表 示 一 个 质点 的 哈密 顿 通 数 . 
答案 :用 笛 卡 儿 坐 标 ,yy,z 表示 为 
H= 7 (pr +p + pi) + Ur,y, 2). 
用 柱 坐 标 ~，,D, 之 表示 为 
zy 
= t+ U(r,9,z). 
用 球 坐 标 ,0,p 表示 为 
2 了 
刀 = 寺 (让 + 大 + Ps -e+ U(r， 0,DP). 


习题 2 二 表 质 皮 在 各 生动 参考 和 中 的 只 庆 盏 
解 :由 (39.10) 和 (39.11) 有 


p” 
H= 3 “(rxp)+U. 


习题 3 设 有 一 个 由 质量 为 M 的 质点 和 n 个 质量 为 m 的 质点 组 成 的 系统 ， 
不 者 虑 系统 质心 的 运动 , 试 求 这 个 系统 的 哈密 顿 汗 数 (参见 § 13 习题 ). 

解 :在 8$13 习题 中 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 中 ,改变 U 前 面 的 符号 ,可 得 能 量 
忆 . 广义 动 量 为 








aL m” 
pe go To 
由 此 得 
Dp -mw 

0, = P+ Bp, 
代入 五 ,可 得 

1 1 

H = 2 DP’ + 5K7( Zp. ) +U 

$41 罗斯 函数 


在 某 些 情况 下 ,需要 在 变换 中 用 新 变量 代替 部 分 广义 动量 而 非 全 部 . 相应 的 
变换 类 似 前 一 节 . 
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为 了 书写 公式 简便 ,首先 假设 总 共有 两 个 广义 坐标 ,用 g 和 & 表示 ,我 们 进 


行 从 g,&,9,& 到 g,&,p,E 的 变换 ,其 中 p 为 相应 于 广义 坐标 g 的 广义 动量 . 
拉 格 朗 日 函数 L(g,&,&,) 的 微分 为 


dL = d+ dyto dt dé= bdgt pddto edt dé, 
dg gd 有 2g 9é ag 
由 此 可 得 
.、 1) .9 . 
d(L—- pq)=pdg~ gdpt+ Edé + dé. 
9é 
引入 函数 ( 称 为 罗斯 函数 ) 
R(G,p,é,8€)=pd-L, (41.1) 
式 中 的 速度 g 借 助 等 式 p= 9L/3g 用 广义 动量 请 表示 .罗斯 函数 的 微分 为 
dR= -bdgt+ ddp- Fd -dé. (41.2) 
由 此 可 得 
._9R . aR 
- 字 ，2=- 强 ， (41.3) 
aL 3R 9L_ aR : 
5 gE ge 
将 后 两 个 等 式 代 入 变量 & 的 拉 格 朗 白 方程 ,得 
d aR _aR 
主人 (41.5) 


可 见 ,罗斯 基数 对 于 坐标 g 是 哈密 顿 角 数 (方程 (41.3)), 对 于 坐标 & 是 拉 
格 期 日 函数 (方程 (41.5)). 
根据 系统 能 量 的 定义 
E=3 +é EL=po+é tL. 
9g aé og z 
将 (41.1) 和 (41.4) 代 入 ,能 量 可 以 用 罗斯 函数 表示 为 
E=R-E (41.6) 
aé 
显然 ,我 们 得 到 的 这 些 公式 可 以 推广 到 有 多 个 坐标 g 和 & 的 情况 . 
罗斯 果 数 是 非常 有 用 的 ,特别 是 存在 循环 坐标 的 时 候 .如 果 9 是 循环 坐标 ， 
则 它 不 显 含 在 拉 格 朗 日 函数 中 ,也 不 显 含 于 罗斯 函数 ,所 以 罗斯 函数 仅 是 变量 


pb,6,E 的 函数 .而 相应 于 循环 坐标 的 广义 动量 p 为 常数 (也 可 以 从 (41.3) 的 第 
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二 个 方程 得 出 ,从 这 个 意义 上 讲 , 这 个 方程 不 能 给 出 任何 新 的 结果 ). 将 户 蔡 换 
为 给 定常 值 后 ,方程 (41.5) 

daR(D,E,e) _ 3R(D,E,E) 

dt 3 9é 
仅 包含 坐标 ,循环 坐标 完全 被 消去 .如 果 这 些 方程 可 以 求解 并 得 到 函数 &(1)， 
则 代入 方程 

_9R(p,€,é) 
9p 

的 右 端 ,可 以 直接 积分 求 出 函数 g (1). 


习 题 
习题 ” 试 消去 循环 坐标 J(J,w,9 是 欧 拉 角 ), 求 对 称 陀 螺 在 外 力 场 


U(Cp,9) 中 的 罗斯 函数 ，. 
解 : 拉 格 朗 日 函数 
L= 宁 (6 十 jsim0) + 了 (人 + 92cos0) -UTCPp,0) 
(参见 § 35 的 习题 1). 罗 斯 函数 为 


2 


R= p,y -— L= 区 - py geos0— (P+ sin 0)+ U( 9 ,09), 
第 一 项 是 常数 ,可 以 略 去 . 
$42 ” 油 松 括号 
四 a 它 对 时 间 的 全 导数 为 
入 = 元 + 于 ( 趟 dt 入 站 


代入 由 哈密 顿 方程 (40.4) 给 出 的 & ,zx 的 表达 式 ,得 








df _ 9f 
gr = 37 1 + {H,f|, (42.1) 
其 中 引入 了 记号 
9H 9 oH 9 
= 瑟 ( 翅 基 - 到 起) (42.2) 


表达 式 (42.2) 称 为 HH 和 f 的 泊 松 括号 . 
我 们 知道 ,如 果 动 力学 变量 的 某 个 函数 当 系 统 运动 时 保持 不 变 , 则 称 之 为 运 
动 积分 .由 (42.1) 可 知 , 了 是 运动 积分 (df/idt = 0) 的 条 件 是 


+ {iH,f! =0. : (42.3) 
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如 果 运 动 积分 不 显 含 时 间 , 则 
{iH,fl =0, (42.4) 
即 f 和 哈密 顿 了 哺 数 的 泊 松 括号 等 于 零 . 
对 于 任意 一 对 变量 f,g, 泊 松 括 号 可 以 类 似 地 定义 为 
9 0 oa 口 
al= 忆 (让 入 -天王 ) (42.5) 
由 定义 容易 推出 泊 松 括号 的 如 下 性 质 . 
如 果 两 个 困 数 对 调 , 则 泊 松 括号 改变 符号 ; 如 果 一 个 函数 是 常数 (c) , 则 泊 
松 括号 等 于 零 ， 








Leg =— i{g,f}, (42.6) 
{if,c} = 0. (42.7) 
其 次 ,还 有 
{ifitfr,gl= ifi,gl + {f,,g}, (42.8) 
[记忆 eg = filfo,gl+ fulfi,g!. (42.9) 
将 (42.5) 对 时 间 求 偏 导 数 有 
fel = Halt 其 |. (42.10) 





如 果 郴 数 f 或 g 之 一 是 广义 坐标 或 者 广义 动量 , 则 泊 松 括号 变 为 简单 的 偏 
导数 形式 : 


Fo = <4, (42.11) 
pn 
9f 
{1f,p.! = Ey (42.12) 
例如 ,在 (42.5) 中 令 g = g, ,就 可 以 得 到 公式 (42.11), 由 于 
9 gx 9 g, 
5 = 3，， 7p = 0 ， 


这 时 求 和 只 剩 下 一 项 .特别 地 ,在 (42.11) 和 (42.12) 中 令 函 数 上 等 于 q 和 户 ， 
可 得 


lg,qel = 0, {ppl =0, {p,q!| = 6,. (42.13) 
在 3 个 函数 组 成 的 泊 松 括号 之 间 ,存在 下 面 关 系 式 
{fig,hll+ lg,{h,fil+ {hn,if,gll = 0， (42.14) 
我 们 称 之 为 雅 可 比 恒等式 . 


为 了 证 明 这 个 恒等式 ,我 们 来 研究 下 面 的 情况 .根据 定义 (42.5), 泊 松 括 号 
if,g| 是 f 和 g 的 一 阶 导数 的 双 线 性 齐 次 函数 .所 以 ,例如 ,ih,1f,gll 是 /和 gg 
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的 二 阶 导数 的 线性 齐 次 函数 .而 等 式 (42.14) 的 整个 左 端 是 所 有 3 个 函数 f,g ,大 
的 二 阶 导 数 的 线性 齐 次 函数 .我 们 将 含有 了 的 二 阶 导 数 的 项 放 在 一 起 .第 一 个 括 
号 不 会 这 样 的 项 , 它 是 了 的 一 阶 导 数 的 函数 .我 们 引入 线性 微分 算 子 D, 筷 ， 
Di(p) = lg,pi，DCp) = |1A,op 

将 第 2 和 第 3 个 括号 之 和 象征 性 地 写 出 来 .于 是 ， 

lg,ih,fll+ia,lf,gll = {g,lh,fll- {h,lg,fl| 
Di(D,(f)) ~- D,(D',(7)) 

一 (DD, - D,D,)f. 

容易 看 出 ,微分 算 子 这 样 的 线性 组 合 不 可 能 包含 f 的 二 阶 导 数 .事实 上 ,线性 微 
分 算 子 的 一 般 形 式 为 


_ 9 - 9 
DI 一 2 9 ze’ D, 一 2 A 9 
其 中 &， » 是 变量 z， 9 29 的 任意 曙 数 .于 是 
9” 9 9 
D, = 之 /6 7 + 之 扣 了 3 忆 


本 二 | 
956 9 
DD = = Zé 5 元 gC + Zi Fz 3 9 Zi 


| 


它们 之 差 





DiD, -DD -加 
是 仪 包含 一 阶 导 数 的 算 子 .于 是 ,在 (42.14) 的 左 端 ,所 有 包含 /的 二 阶 导数 的 项 
相互 抵消 ,对 于 g 和 hh 也 是 一 样 ,因此 恒等式 成 立 . 

让 松 括号 的 重要 性 在 于 ,如 果 f 和 g 是 两 个 运动 积分 , 则 它们 构成 的 泊 松 括 
号 也 是 运动 积分 

|f,g| = const (42.15) 

( 称 为 泊 松 定理 ). 

如 果 了 上 和 8g 不 显 含 时 间 ,这 个 定理 的 证 明 非 常 简 单 . 在 雅 可 比 恒 等 式 中 令 
h = 五 ,得 

gt+ig AT,Lg = 0. 

由 此 可 见 , 如 果 有 | 吾 ,g| =0 和 | 瑟 , 上 =0, 则 1,}Agl = 0, 于 是 结论 得 证 . 

如 果 Ff 和 g 显 含 时 间 , 则 在 (42.1) 的 基础 上 可 以 写 出 


和 si 一 | 十 | 五 , | Pg 
利用 公式 (42.10) ,借助 雅 可 比 恒 等 式 将 {万 , |/,g11 用 另外 两 项 代替 ,可 得 


Fl/el= {Hal+ ff lg Hl ie BA 
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一 学 Ile|+ f+ ae 
或 者 
号 sl = | 六 ,a 1+ |7, 贡 |， (42.16) 

由 此 显然 可 以 证 明 一 般 情况 下 的 泊 松 定理 . 

当然 ,应 用 泊 松 定理 ,我 们 不 是 总 能 得 到 新 的 运动 积分 ,因为 运动 积分 的 数量 
是 有 限 的 (2s - 1, 其 中 * 是 自由 度 ). 在 某 些 情况 下 ,我 们 可 能 得 到 毫 无 意义 的 结 
要 , 即 汝 松 括号 化 为 贡 数 .在 奶 外 一 些 情 况 下 ,新 得 到 的 运动 积分 只 是 原来 的 运动 
积分 上 和 g 的 函数 .如 果 不 是 上 述 两 种 情况 , 则 泊 松 括号 给 出 新 的 运动 积分 . 

二 题 

习题 1 试 求 质点 的 动量 p 和 动量 和 矩 M = rr XxXp 的 笛 卡 儿 坐 标 分 量 组 成 的 
泊 松 村 号 . 

解 :根据 公式 (42.12) 得 





oaoM 
dy 


证 


{[M,,p,| 一 一 
和 类 似 的 两 个 公式 





9 
= 一 ay (IP: — zp,) =— p, 


{IM,,p.| =0, {M,,p.| = p,. 
其 它 的 泊 松 括号 可 以 通过 下 标 工 ,y,z 的 循环 替换 得 到 . 
习题 2 《” 试 求 动量 矩 M 的 分 量 组 成 的 泊 松 括号 . 
解 :直接 由 公式 (42.5) 计算 得 
{IM,,M,|! =- M., {IM,,M.| =- M,, {IM,.,M,|} =-M,. 
因为 不 同 质 点 的 坐标 和 动量 是 相互 独立 的 变量 ,所 以 在 习题 ] 和 2 中 所 得 
的 公式 对 于 任意 质点 系 的 动量 和 动量 和 矩 也 成 立 . 
习题 3 ” 试 证 
ip,M,) = 0， 
其 中 gp 是 质点 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 ， 
证 :标量 函数 只 能 以 x*,p ,rp 的 组 合 形 式 依赖 于 矢量 r 和 pp 的 分 量 .所 以 


9p _ ,9 99 
3r 一 “5077 - pr 


对 9g/9p 也 类 似 .利用 这 些微 分 规则 , 按 公 式 (42.5) 直接 验算 即 可 得 要 证 的 结论 . 
习题 4” 试 证 
[f,M.|= fxn, 
其 中 了 是 质点 坐标 和 动量 的 矢量 员 数 ,而 hn 是 沿 着 方向 的 单位 矢量 . 
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证 :任意 矢量 f(r,p) 可 以 写成 
f= rpl + pp + (rx p)o9;s, 
其 中 ol ,py ,3 是 标量 沿 数 .利用 公式 (42.9)、(42.11)、(42.12) 和 习题 3 给 出 
的 公式 ,直接 验算 即 可 得 要 证 的 结论 . 
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在 给 出 最 小 作用 量 原理 时 ,我 们 研究 过 沿 着 两 个 给 定位 置 9 ”和 ”之 间 
轨迹 的 积分 


S = | La, (43.1) 


1 


其 中 g 和 gq 是 在 给 定时 刻 :, 和 i, 系统 的 位 置 .在 作用 量变 分 时 ,比较 有 相 
同 值 a(z,) 和 a(z,) 的 临近 轨迹 上 这 个 积分 值 . 这 些 轨迹 中 只 有 一 条 对 应 真实 
运动 ,这 就 是 使 积分 S 取 极 小 值 的 轨迹 . 

下 面 我 们 从 另 一 个 角度 研究 作用 量 的 概念 .我 们 将 S 看 作 描述 沿 着 真实 轨迹 
运动 的 特征 量 , 并 比较 有 相同 初始 位 置 (2 ) = g 但 t, 时 刻 通 过 不 同位 置 的 轨 
迹 上 的 值 . 换 句 话说 ,我 们 将 真实 轨迹 的 作用 量 积分 看 作 积分 上 限 中 坐标 值 的 函数 . 

从 一 条 轨迹 到 相 邻 其 它 轨迹 的 变换 ,使 作用 量 产生 的 改变 量 由 下 面 表 达 式 
给 出 ( 当 有 一 个 自由 度 时 ): 


oaL 
二 一 一 全 
Go 5 3 qa 





‘2 ‘2 {9L d 3L 

十 |， 元 ~ gz 5 J3adt. 

因 为 实际 运动 轨迹 满足 拉 格 庆 日 方程 , 故 这 个 式 子 中 积分 等 于 零 . 在 第 一 项 假设 
在 积分 下 限 5g(i,) = 0, 而 将 8g(z,) 简 记 为 659. 将 9L/3 9 替换 为 p ,最 后 可 得 : 


8S = p65g 或 者 在 任意 自由 度 情况 下 写成 


8S = 2 pidg;. (43.2) 
由 此 式 可 知 ,作用 量 对 坐标 的 偏 导数 等 于 相应 的 动量 
as 


类 似 地 , 当 我 们 研究 t; 时 刻 位 置 同 为 g 但 :, = 上 时 刻 通过 不 同位 置 5 
的 轨迹 时 ,可 以 将 作用 量 看 作 时 间 的 显 函 数 .在 这 个 意义 下 偏 导 数 3S/az 可 以 通 
过 相应 积分 的 变 分 求 得 .但 是 ,借助 公式 (43.3) ,用 下 面 的 方法 会 更 简单 . 
根据 作用 量 的 定义 , 它 沿 着 轨迹 对 时 间 的 全 导数 等 于 
7 = L. (43.4) 


从 男 一 方面 ,在 上 述 意义 下 将 S 看 作 坐 标 和 时 间 的 函数 ,利用 公式 (43.3) ,有 
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+ 已 光 4 = 他 + 之 户 qi. 
此 较 丙 个 表达 式 本 和 
-= 上 上- 之 内 9 
dS 
=-H. : (43.5) 
公式 (43.3) 和 (43.5) 可 以 一 起 写成 作用 量 的 全 微分 的 表达 式 
dS = > pidg; ~ Hdt, (43.6) 


其 中 作用 量 看 作 (43.1) 积分 上 限 中 坐标 和 时 间 的 函数 .下 面 假设 不 仅 运动 的 终 
点 而 且 初 始点 的 坐标 和 时 间 都 变化 . 显然 ,S 相应 的 变化 将 由 表达 式 (43.6) 在 
两 端点 的 差 值 给 出 , 即 

dS = Dp ?dgq® ~- HOdi® - Spr dg® + HoOdt (43.7) 


这 个 关系 式 表明 ,在 运动 过 程 中 无 论 外 部 对 系统 的 作用 如 何 ,终点 运动 状态 
都 不 可 能 是 初 运动 状态 的 任意 函数 ,只 有 (43.7) 右 端 表 达 式 是 全 微分 的 那些 运动 
才 是 可 能 的 .于 是 ,与 拉 格 朗 日 函数 具体 形式 无 关 的 最 小 作用 量 原理 ,给 出 可 能 运 
动 集合 的 一 定 限 制 .例如 ,对 于 从 空间 某 个 点 发 出 的 粒子 束 , 可 以 建立 一 系列 一 般 
的 运动 规律 (不 依赖 于 现 有 外 场 的 形式 ) .研究 这 些 规 律 的 学 科 称 为 几何 光学 

应 该 指出 ,如果 将 坐标 和 动量 看 作 独 立 变 分 的 变量 ,并 在 (43.6) 基础 上 ， 将 
作用 量 写成 积分 形式 


- | (Bra0 - Hdt )， (43.8) 
则 可 以 由 最 小 作用 量 原理 推导 出 哈密 顿 方程 .为 了 书写 简便 ,我 们 还 是 假设 只 有 


一 个 坐标 4 和 一 个 动量 ) , 写 出 作用 量 的 变 分 


SS = | (8pda + pddg — Tedd 一 53pdz ). 


变换 第 二 项 (分 部 积分 ) 给 出 
aH aH 
3S = 32 (dg - 了 dj pdg | - Jaalap + edi) 
在 积分 限 上 应 该 令 5g = 0, 这 样 被 积分 出 来 的 项 就 消去 了 :只 有 在 被 积 表 达 式 都 


等 于 零 的 条 件 下 , 剩 下 的 表达 式 才能 对 任意 独立 的 gg 和 5p 都 等 于 零 . 于 是 有 
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除 以 dt 后 可 得 哈密 顿 方程 . 
$ 44 莫 培 督 原理 


力学 系统 的 运动 完全 由 最 小 作用 量 原 理 确定 :通过 求解 由 该 原理 导出 的 运 
动 方程 ,可 以 得 到 轨迹 的 形式 以 及 在 轨迹 上 位 置 对 时 间 的 依赖 关系 . 

如 果 我 们 限制 在 确定 运动 轨迹 的 问题 上 (暂时 不 考虑 时 间 的 问题 ) , 则 可 以 
为 此 建立 更 简单 的 最 小 作用 量 原 理 . 

假设 拉 格 天 日 函数 和 了 哈密 顿 函 数 不 显 含 时 间 ,系统 能 量 守 恒 

H(p,g) = E = const. 

根据 最 小 作用 量 原 理 , 对 于 给 定 坐 标 和 时 间 的 初 值 和 终 值 ,作用 量变 分 等 于 零 . 

如 果 在 固定 坐标 的 初 值 和 终 值 情 况 下 ,允许 终止 时 间 i 变 分 , 则 有 (参见 (43.7)) 
SS =— Hét. (44.1) 

我 们 不 比较 系统 全 部 的 虚 运 动 ,而 只 是 比较 满足 能 量 守 恒定 律 的 那些 . 对 于 

这 样 的 轨迹 ,我 们 可 以 在 (44.1) 中 将 五 代替 为 常数 五 ,给 出 


SS + Edt = 0. (44.2) 
写 出 (43.8) 形式 的 作用 量 并 将 五 代 震 为 常数 巨 ,有 
S = | Bar — E(t ~ io). (44.3) 
这 个 式 子 中 的 第 一 项 
Ss = | Dp.da, (44.4) 
有 时 也 称 为 缩短 作用 量 . 将 (44.3) 代入 (44.2), 得 
SS，= 0. (44.5) 


可 多 ,缩短 作用 量 对 于 所 有 满足 能 量 守恒 定律 且 在 任意 时 刻 通过 终点 的 轨 
迹 有 极 小 值 .为 了 利用 这 个 变 分 原理 ,必须 预先 用 坐标 a 及 其 微分 dg 表示 出 动 
量 和 (44.4) 所 有 被 积 表达 式 . 为 此 需要 利用 动量 的 定义 式 


_ 9 dg 
万， - (时 (44.6) 
以 及 能 量 守恒 方程 
dg 1 _ 


利用 公式 (44.7) ,用 坐标 g 及 其 微分 dg 表示 dt 并 代入 公式 (44.6) ,那么 我 们 就 
用 坐标 g 及 其 微分 dg 表示 出 动量 ,并 且 以 能 量 作为 参数 .这 样 得 到 的 变 分 原 
理 可 以 确定 系统 的 轨迹 ,这 个 原理 通常 称 为 英 培 督 原理 (尽管 它 的 精确 定义 由 欧 
拉 和 拉 格 朗 日 给 出 ). 
对 于 通常 形式 为 动能 与 势能 之 差 的 拉 格 朗 日 隆 数 
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了 = 万 ;Pan (4) did 一 U(g), 
我 们 推导 上 述 作用 量 的 显 式 .这 时 动量 为 
p; = 二 一 之 ve(9) Gu ， 


而 能 量 为 | 
下 = 3 Den(q) giG: + U(g). 
由 上 式 可 得 
> andqidq 
d= FE- (44.8) 
将 这 个 表达 式 代 人 
>)pdq = Dan 了 da,， 
可 得 纺 得 作 用 量 为 


S, = | /2(E 一 U) > jan dqgdq . (44.9) 


特别 地 ,对 于 一 个 质点 ,动能 为 


m/f/diy 
宇和 忽 ， ’ 
其 中 mx 为 质点 的 质量 ,而 di 是 轨迹 的 微 元 ,确定 轨迹 形式 的 变 分 原理 为 
| V2m(E - Ud -= 0， (44.10) 


这 是 在 空间 中 两 个 给 定点 之 间 积 分 .这 个 形式 由 雅 可 比 提出 . 
对 于 自由 运动 质点 ,U = 0,(44.10) 给 出 
3| a - 0， 


即 质 点 沿 着 最 短路 径 一 一 直线 运动 . 
我 们 再 回 到 作用 量 表达 式 (44.3) ,这 次 对 参数 五 变 分 : 


一 950 
3S = FEE - (1 ~ 10)8E - Edr. 


将 此 式 代 入 (44.2) ,得 





= + to- : (44.11) 
对 于 形式 为 (44.9) 的 缩短 作用 量 ， 这 个 等 式 变 为 


[Zaadgqidqg (44.12) 
| Eo = 


这 正 是 方程 (44.8) 的 积分 . 它 与 轨迹 方程 一 起 完全 确定 系统 的 运动 .， 
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习 题 
习题 ” 试 由 变 分 原理 (44. 10) 扒 导出 轨 迹 的 微 方程 . 
解 : 进 行 变 分 有 
OU -| Sr dr 
3 VamtE- Ud =- |(37 * 7 VE- 0 + dor). 


在 第 二 项 中 考虑 到 dl1* = dr ,因此 did57 = dr .dsr. 将 这 一 项 分 部 积分 然后 令 
被 积 表达 式 中 67 的 系数 等 于 零 , 得 轨迹 的 微分 方程 
2 VETUSC f(a- 5 中 )=- 殉 . 
计算 方 各 应 问 的 导 雪 并 引入 下 = 一 9Uor，, 可 将 方程 写成 

dr_F-(F:.n)t 

dt* 2(E-U)’ 
其 中 上 = drjd 是 轨迹 切 向 单位 矢量 ,而 下 - (下 .tf 是 力 在 轨迹 法 线 方 向 的 分 
量 环 , .由 微分 几何 可 知 ,d rjdz = dt/dil 等 于 n/R, 其 中 R 为 轨迹 的 曲率 半径 ， 
而 h 是 轨迹 主 法 线 方向 单位 矢量 .将 忆 - UU 替换 为 mw /2, 得 

2 

这 与 曲线 运动 法 向 加 速度 公式 相符 . 
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广义 坐标 g 的 选择 不 受 任何 条 件 的 限制 ,它们 可 以 是 任意 单 值 确定 系统 在 
空间 中 位 置 的 s 个 量 . 拉 格 朗 日 方程 (2.6) 的 形式 不 依赖 于 这 种 选择 ,在 这 个 意 
义 下 ,可 以 说 拉 格 明日 方程 对 于 从 广义 坐标 ol ,9;,… 到 另外 的 独立 变量 Q，， 
Q,,… 的 变换 具有 不 变性 .新 坐标 Q 是 老 坐 标 的 函数 ,并 且 可 以 使 它们 的 关 
系 式 显 含 时 间 , 即 有 形式 为 

Q; = Q,(g,) (45.1) 
的 变换 (有 时 称 为 点 变换 ). 

除了 拉 格 盎 日 方程 ,显然 哈密 顿 方程 (40.4) 在 变换 (45$.1) 下 也 保持 形式 不 
变 . 然 而 ,哈密 顿 方程 实际 上 允许 有 很 多 类 型 的 变换 .自然 这 是 因为 在 哈密 顿 方 
法 中 动量 p 与 坐标 g 都 是 平等 的 独立 变量 .所 以 ,变换 的 概念 可 以 推广 ,包括 从 
2s 个 独立 变量 p 和 4 到 新 变量 已 和 Q 的 变换 , 即 

Q,= Qi(p,g,t), P;=P,(p,g,i). (45.2) 
这 样 变 换 种 类 的 推广 是 力学 的 哈密 顿 方法 的 本 质 优点 之 一 . 
然而 不 是 说 ,在 形式 为 (45.2) 的 任意 变换 下 ,运动 方程 都 保持 自己 的 正则 形 
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式 . 下 面 我 们 研究 变换 满足 什么 条 件 ， 才 可 以 使 新 变量 P,Q 表示 的 运动 方程 具 
有 如 下 形式 : 


“ _9H’” »_ 3 末 - 
Qi = 5B- P,= dQ,’ (45.3) 


其 中 H'(P,Q) 是 新 的 哈密 顿 函 数 .在 这 样 的 变换 中 特别 重要 的 一 类 称 为 正则 
变换 ， 

可 用 如 下 步骤 得 到 正则 变换 的 公式 .在 $ 43 结尾 处 已 经 证 明 , 哈 密 顿 方程 
可 以 由 下 面 形式 的 最 小 作用 量 原理 推 得 : 


| (Dp.da - Hdi)=0 (45.4) 

(并 且 所 有 坐标 和 动量 都 独立 变 分 ) .为 使 新 变量 P 和 Q 也 满足 哈密 顿 方程 ,对 
于 新 变量 ,最 小 作用 量 原理 也 应 该 成 立 : 

3| (BSP,dQ, - Hidi)=0. (45.5) 

但 (45.4) 和 (45.5) 等 效 的 条 件 是 它们 被 积 表达 式 仅 相差 菜 个 关于 坐标 .动量 和 


时 间 的 任意 函数 下 的 全 微分 ,这 时 两 个 积分 之 差 为 在 变 分 时 不 起 作用 的 常数 
(下 在 两 个 积分 限 上 的 差 ). 由 此 可 见 , 应 该 有 


pidq;: - Hdi = >)PidQ, - H’dr + dF. 


满足 这 些 要 求 的 变换 称 为 正则 变换 号 .任何 正则 变换 都 由 自己 的 母 函 数 下 来 描 
述 . 


将 所 得 关系 式 重新 写成 
dF = > ,pidq; - PidQ, + (H’ -~ H)dt, (45.6) 
可 以 看 出 ， 
p= ， P=- 熙 ，H-H+ 竺 ， (45.7) 


这 时 假设 母 函 数 是 新 、 老 坐标 (和 时 间 ) 的 给 定 函 数 :下 = F(a,Q,i). 在 给 定 函 
数 下 时 ,公式 (45.7) 给 出 了 老 变量 (p,q) 和 新 变量 (P,Q) 的 关系 ,同时 还 给 出 
新 的 哈密 顿 函 数 . 

不 用 变量 g , Q 表示 母 函数 ,而 是 用 老 坐 标 g 和 新 动量 P 表示 ,可 能 会 更 方 
便 .为 了 推导 这 种 情况 下 的 正则 变换 公式 ， 需要 在 关系 式 (45.6) 中 进行 相应 的 勤 
让 德 变换 .就 是 说 ,将 该 关系 式 重新 写成 


dF + >PQ)= >pda + DQidP; + (H’ ~ H)dz. 


中 除了 正则 变换 ,(45.4) 和 (45.5) 的 被 积 表达 式 相 差 常 数 乘 子 时 ,变换 也 保持 运动 方程 的 正则 形 
式 . 例 如 下 面 形式 的 变换 ; P， 一 ap; , QQ; 一 qi，H = a 昌 , 其 中 uu 为 任意 常数 . 
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等 式 左 端 微分 号 后 面 的 表达 式 用 变量 g,P 表示 ,是 新 的 母 函 数 .用 @(q,P，,z) 
表示 这 个 母 函 数 , 于 是 有 中 


p.=5, Q=5s, H=H+ (45.8) 


应 该 指出 ,新 老 哈 密 顿 函数 之 间 的 关系 总 是 可 以 用 同一 种 方式 表示 , 即 母 函 
数 对 时 间 的 偏 导 数 给 出 它们 的 差 五 - 五 .特别 地 ,如 果 母 函数 不 显 含 时 间 , 则 
五 = 五 . 换 句 话 说 ,这 种 情况 下 为 了 得 到 新 哈密 顿 函 数 , 只 需 在 互 中 用 新 变量 
P,Q 表示 p,qg. 

正则 变换 的 广泛 性 ,在 很 大 程度 上 使 哈密 顿 方 法 中 广义 坐标 和 广义 动量 的 
概念 丧失 其 原始 含义 .由 于 变换 (4$.2) 将 变量 P,Q 中 每 一 个 都 同 坐 标 g 和 动 
量 p 联系 在 一 起 ,所 以 变量 Q 已 经 没有 纯粹 的 空间 坐标 的 含义 .两 组 变量 的 不 
同 仅 在 于 名 称 . 这 是 很 明显 的 ,例如 ,变换 Q, = 户 ,P,= -w@ 不 改变 方程 的 正 
则 形式 ,只 是 将 坐标 和 动量 互 换 . 

因此 ,变量 p 和 da 在 哈密 顿 方法 中 经 常 被 简称 为 正则 共 力 变量 . 

正则 共 轿 性 条 件 可 以 用 泊 松 括号 表示 .为 此 我 们 先 证 明 一 个 关于 泊 松 括号 
相对 正则 变换 的 不 变性 定理 . 

设 {f,g1,, 是 f 和 g 的 泊 松 括号 ,其 中 微分 运算 是 相对 变量 p,g 的 ,而 
1f,glp,a 是 f 和 g 的 泊 松 括号 ,其 中 微分 运算 是 相对 变量 P,Q 的 .于 是 有 

[|f,g|,,s= {f,gip,o. (45.9) 

这 个 关系 式 的 正确 性 可 以 直接 利用 正则 变换 公式 验算 得 到 .但 是 ,也 可 以 通 
过 下 面 讨论 而 不 必 验 算 来 证 实 . 

首先 可 以 看 出 ,在 正则 变换 (45.7) 或 者 (45.8) 中 ,时 间 起 到 参数 的 作用 . 因 
此 ,如果 我 们 证 明定 理 (45.9) 对 于 不 显 含 时 间 的 量 成 立 , 则 对 一 般 情况 也 成 立 . 
现在 我 们 纯粹 在 形式 上 将 g 着 作 是 某 个 假想 系统 的 哈密 顿 函 数 .那么 根据 
(42.1),1f,g|,,, = 一 df/dz. 但 是 dflidz 只 可 能 依赖 于 (假想 系统 的 ) 运 动 性 质 ， 
而 与 变量 选择 无 关 . 因此 ,在 从 一 组 正则 变量 变换 到 另 一 组 正则 变量 时 , 泊 松 括 
号 | ,gl 不 会 改变 . 

由 公式 (42.13) 和 定理 (45.9) 可 得 


QD 应 该 指出 ,由 母 函 数 
$= fi qt)P; 
(及 为 任意 函数 ) 得 到 的 变换 ,使 新 坐标 由 老 坐标 (不 是 动量 ) 表 示 : Q， = fi(g,t). 这 是 点 变换 ,是 正则 变 
换 的 特殊 情况 ， 
@ ”这 个 变换 相应 的 母 丽 数 为 和 = gq;Q;. 
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[Q;,Qil,,,=0, {P,Pl,,=0, {Pi,Q|,s=6. (45.10) 
这 是 用 泊 松 括号 写 出 的 新 变量 应 该 满足 的 使 bp,g 一 P,Q 为 正则 变换 的 条 件 . 
值得 指出 ,在 运动 中 变量 p,qg 的 变化 也 可 以 看 作 正 则 变换 .这 个 结论 的 含 
义 如 下 . 设 g,,p, 是 正则 变量 在 上 时 刻 的 值 ,而 gq,,;,,p,;, 是 正则 变量 在 男 一 个 
时 刻 :+ 的 值 .后 者 是 前 者 (以 及 作为 参量 的 时 间 间 隔 +) 的 函数 : 
qi+r = q(qepistst), pre= plq,, pst, Tt). 
如 果 将 这 些 公式 看 作 从 变量 g,, p, 到 变量 g,, ,pp,,, 的 变换 , 则 这 是 正则 变换 . 
由 表达 式 
dS=Z(prridgirr — pidgq) — (H,.:— H,)i 
( 见 (43.7)) 可 以 看 出 这 是 显然 的 ,其 中 作用 量 S(g,,,,g, ,zi) 是 沿 着 给 定时 刻 ; 
和 zt +z 过 点 gq, 和 g,; ,的 真实 轨迹 的 泛 函 .比较 这 个 公式 和 (45.6) 可 知 , 一 S 是 
变换 的 母 函 数 . 
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为 了 给 出 力学 现象 的 几何 解释 ,经 常用 到 相 空 间 的 概念 , 相 空间 是 以 力学 系 
统 的 * 个 广义 坐标 和 s* 个 广义 动量 为 坐标 轴 的 2 维 空间 . 相 空间 的 每 个 点 对 应 
于 系统 的 一 个 确定 状态 . 当 系 统 运动 时 ,表示 系统 状态 的 相 点 在 相 空间 中 画 出 的 
曲线 称 为 相 轨 迹 .微分 的 乘积 

dlI'=dgl''*dg,dpi'"…dp, 
可 以 看 作 相 空 间 的 “体积 元 ”. 下面 我 们 研究 沿 着 相 空间 某 个 区 域 的 积分 | dm， 
它 表 示 这 个 区 域 的 体积 .我 们 来 证 明 ,这 个 积分 值 对 正则 变换 具有 不 变性 :如 果 
从 变量 p,qg 到 变量 P,Q 进行 正则 变换 , 则 p,g 空间 和 P,Q 空间 相应 区 域 的 
体积 相等 , 即 


上]aeagdpi da = jlaQidQ, dpedP, (46.1) 
众所周知 ,在 重 积分 中 变量 变换 的 公式 为 z 
jaQidQdPidP, = | {Ddardg dpidp,, : 


其 中 
_ 9(Q1,, Q,, Pi,, P,) 
9g(g1," ,qs ,Pi1,,p, . 
是 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 所 以 证 明定 理 (46.1) 归 结 为 证 明 任何 正则 变换 的 雅 可 
比 行列 式 都 等 于 1 , 即 


(46.2) 





D=1. (46.3) 
利用 雅 可 比 行列 式 的 一 个 已 知性 质 , 即 在 确定 的 含义 下 可 以 将 雅 可 比 行列 
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式 看 作 分 数 . “分 子 和 分 母 除 以 "3a(c，…，,9q,,P，…，,P,) ,得 

_ Qi , ,QQ, ,PP ,"…* ,PP,) 9( gi GD 0 
dd PPJ) 1 ,gq Pi,™,P,). 

根据 雅 可 比 行 列 式 的 妇 一 个 已 知 规则 ,如果 分 子 " 和 ”分母 " 出 现 相 同 的 量 , 则 可 

以 化 为 变量 较 少 的 雅 可 比 行列 式 ,并 且 在 所 有 的 微分 中 被 消去 的 相同 量 应 该 看 


作 常 数 .所 以 
2 [a( Qi Q,) 
a(gqi, ,gq,) po a(P,,…,P.) one 
我 们 研究 此 式 分 子 中 的 雅 可 比 行 列 式 . 根 据 定义 ,这 是 s 阶 行列 式 , 其 元 素 
为 9Q,/99g, (在 第 i 行 和 第 列 交 点 上 的 元 素 ). 利 用 公式 (45.8) 中 的 母 函 数 
(9g,P) 进 行 正则 变换 ,得 


D (46.4) 


(46.5) 





/pp 


IQ_ 290 
9g: 9gq.9P, 
同样 可 以 求 出 表达 式 (46.5) 的 分 母 中 行列 式 的 第 i 行 和 第 列 交点 上 元 素 为 
这 就 是 说 ,这 两 个 行列 式 的 差别 仅仅 是 将 行 和 列 互 换 .所 以 它们 相等 ,(46.5) 等 
于 1, 定理 得 证 . 
现在 我 们 想象 在 相 空 间 中 有 一 个 小 区 域 ,其 中 的 每 个 点 随 着 时 间 根 据 系统 
运动 方程 移动 .因此 这 个 区 域 也 移动 .在 这 个 过 程 中 这 个 区 域 的 体积 不 变 , 即 


|ar = const. (46.6) 


这 个 结论 ( 称 为 刘 维 尔 定理 ) 可 直接 由 正则 变换 下 相 体 积 的 不 变性 ,以 及 在 运动 
中 p 和 g 的 变化 可 以 看 作 正则 变换 (在 前 一 节 末 尾 已 经 指出 ) 得 到 . 
完全 类 似 地 可 以 证 明 下 面积 分 的 不 变性 : 


ear 
| Badaapan dp,, 


其 中 积分 沿 着 相 空 间 的 给 定 二 维 流 形 .三 维 流 形 等 等 . 
$ 47 ”哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
在 §43 中 已 经 引入 了 作用 量 作 为 坐标 和 时 间 函 数 的 概念 .已 经 证 明 , 这 个 


函数 S(9, 纪 ) 对 时 间 的 偏 导数 与 哈密 顿 函数 的 关系 为 


95 
5r+H(g,p,t)=0, 
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而 对 坐标 的 偏 导数 就 是 广义 动量 .在 哈密 顿 阻 数 中 将 相应 广义 动量 p 用 3 Sl/34q 
代替 ,可 得 函数 S(g ,zt) 应 该 满足 的 方程 

CA (47.1) 
这 是 一 阶 偏 微分 方程 , 称 为 哈密 频 一 雅 可 比方 程 . 

除了 拉 格 朗 日 方程 和 正则 方程 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 也 是 运动 方程 一 般 积 
分 方法 的 基础 . 

在 介绍 这 个 方法 之 前 ,我们 先 说 明 一 下 ,任何 一 阶 偏 微分 方程 都 有 依赖 于 任 
意 函 数 的 解 ,这 个 解 称 为 方程 的 一 般 积 分 .然而 ,在 力学 应 用 中 起 主要 作用 的 不 
是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 般 积分 ,而 是 全 积分 , 它 是 偏 微 分 方程 的 解 ,包含 的 
独立 任意 常数 与 独立 变量 的 数目 相等 . 

在 蛤 密 顿 -- 雅 可 比方 程 中 独立 变量 是 坐标 和 和 时间. 所 以 对 于 自由 度 为 :的 
系统 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 应 该 包括 s+ 1 个 任意 常数 .又 因为 函数 S 
是 以 其 导数 的 形式 出 现在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 ,所 以 任意 常数 中 有 一 个 是 以 
相 加 方式 出 现 的 ;, 即 全 积分 形式 为 

S= 帮 taoaqsiai ya)+A， (47.2) 
其 中 ca 和 A 是 任意 常数 0. 

下 面 我 们 研究 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 与 我 们 感 兴 趣 的 运动 方程 的 解 
之 间 的 关系 .为 此 我 们 进行 从 变量 g,p 到 新 变量 的 正则 变换 ,并且 以 f(z1,g,a) 
为 母 图 数 ,而 QQ Qi 作为 新 的 动量 .新 的 坐标 用 Bi ,PB2，*"* ,Bs 表示 . 因为 
母 函数 依赖 于 老 坐 标 和 新 动量 ,我 们 利用 公式 (45.8): 


_ 9f 9 “一 of 
pi 一方 Pi Fa? H 二 只 + 这 








由 于 函数 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ,我 们 可 以 看 出 ,新 哈密 顿 函 数 应 该 


中 虽然 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 一 般 积 分 并 不 重要 ,但 是 我 们 还 是 应 该 指出 ,如 果 已 知 全 积分 , 则 可 
以 求 出 一 般 积 分 .为 此 ,我 们 认为 A 是 其 它 常 数 的 任意 函数 : 
S= f(t,913 GQ 01 a) + AC(al, ,a,). 
根据 * 个 方程 


口 _ 
5 


可 以 用 坐标 和 时 间 的 函数 代替 ci ,得 到 依赖 于 任意 函数 4A(al ,…，,a,) 的 形式 的 一 般 积 分 .事实 上 ,对 于 按 
某 种 方式 给 定 的 函数 S, 有 
| 3S /a5s 9S \ da: /35S 
六 / 
根据 S(t ,gq;a) 是 哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 的 全 积分 的 假定 , (3 S/34q;), 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 .所 以 
9Sj3gq; 也 满足 哈密 顿 ~ 雅 可 比方 程 . 
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等 于 零 


所 以 对 新 变量 的 正则 方程 为 c,=0,8,=0, 由 此 可 得 
Q; = const， pb. = const. (47.3) 
另 一 方面 ,s 个 方程 


af _ 
5 


使 得 可 能 用 时 间 和 2s 个 常数 w ,8 来 表示 * 个 坐标 g. 于 是 我 们 可 求 得 运动 方程 
的 通 解 . 
于 是 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 求解 力学 系统 运动 问题 归结 为 如 下 运算 . 
根据 哈密 顿 函 数 写 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 并 求 该 方程 的 全 积分 (47.2) .将 
它 对 常数 a 求 偏 导 数 并 使 之 等 于 新 的 常数 8, 可 得 * 个 代数 方程 


=8. (47.4) 


求解 这 个 代数 方程 得 到 g 作为 时 间 和 2s 个 常数 的 函数 .然后 由 方程 p, = 
3S/3g; 可 以 求 得 动量 对 时 间 的 依赖 关系 . 

如 果 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 有 非 全 积分 , 它 依赖 于 少 于 * 个 任意 常数 , 则 尽管 
不 能 由 它 求 出 一 般 积分 ,但 是 可 以 使 问题 简化 .例如 ,如 果 已 知 函 数 S 包含 一 个 
任意 常数 x , 则 


3S 
do ™ Const 
给 出 一 个 关于 co ,… ,gq, 和 z 的 方程 . 
当 函 数 互 不 显 含 时 间 时 , 即 系统 保守 时 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 有 更 简单 的 
形式 .这 时 作用 量 对 时 间 的 依赖 性 归结 为 加 上 - Ez: 
S= So(q)- Ei (47.5). 
(参见 § 44) ,代入 (47.1) 可 得 缩短 作用 量 S,(g) 的 哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 


3S， 25) E 


有 (人 (47.6) 
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在 一 些 重 要 的 情况 下 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 可 以 通过 分 离 变量 的 
方法 求 得 ,该 方法 的 实质 如 下 . 

假设 任意 一 个 坐标 ,例如 用 9 表示 ,与 相应 的 导数 3S/3g, ,在 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 中 只 以 某 种 组 合 的 方式 p(qi,9S/9g1) 出 现 ,该 组 合 中 不 包含 其 它 坐 
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标 ( 或 时 间 ) 及 其 导数 , 即 方程 形式 为 


了 9S 95 95 | 
03550139 41750)| 本 + 


其 中 g, 表示 除了 gi 之 外 的 所 有 坐标 . 
我 们 将 这 种 情况 下 的 解 写成 一 个 和 的 形式 : 
S=S'(g,,t)+ Si(g1). (48.2) 
将 这 个 表达 式 代 人 (48.1) ,可 得 
aS” as’ as, 
i 
假设 解 (48.2) 已 经 得 到 ,那么 代入 (48.3) 后 应 该 使 该 方程 成 为 恒等式 ,而 这 
个 恒等式 对 坐标 g; 的 任意 值 都 成 立 . 在 g, 改变 时 只 有 函数 op 发 生变 化 ,所 以 
(48.3) 是 恒等式 要 求 p 是 常数 .于 是 ,方程 (48.3) 分 成 两 个 方程 : 


(48.1) 


中 





=0. (48.3) 


ds 
po 5) = (48.4) 
SS” 09’ 
Bai, |=0 (48.5) 


其 中 ui 是 任意 常数 .上 面 第 一 个 是 常 微分 方程 ,由 此 方程 通过 简单 的 积分 可 以 

求 出 函数 S, (ca ) .此 后 还 剩 下 偏 微分 方程 (48.5) ,但 是 它 的 独立 变量 数目 减少 

了 . 

如 果 用 这 样 的 方法 可 以 分 离 所 有 s 个 坐标 和 时 间 , 则 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

的 全 积分 就 完全 求 出 了 .对 于 保守 系统 只 需要 分 离 方程 (47.6) 中 的 个 变量 ( 坐 
标 ) ,在 完全 分 离 的 情况 下 ,方程 的 全 积分 写成 

S = 人 Sega se) ~ Ela 0)t, (48.6) 


其 中 每 个 S, 都 只 是 一 个 坐标 的 函数 ,而 能 量 EE 是 任意 常数 a ,… ,a, 的 函数 ， 
可 以 通过 将 $S, = 之 S, 代入 方程 (47.6) 求 得 . 
循环 变量 情况 是 分 离 变 量 的 特殊 情况 .循环 坐标 g, 不 显 含 于 哈密 顿 函 数 ， 
所 以 也 不 显 含 于 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 .这 种 情况 下 函数 p(g, ,3S/3g,) 变 为 
3S/3g ,由 方程 (48.4) 求 得 S, = ww ,因此 
S=S'(g,,t)+aigi. (48.7) 
常数 a, 这 时 正 是 相应 于 循环 坐标 的 常 值 动量 p, = 93S/39g1. 应 当 注 意 , 形 式 
为 - Ez 的 时 间 分 离 对 于 保守 系统 也 就 是 相应 于 “循环 变量 ”i 的 分 离 变 量 
方法 . 
由 此 可 见 ,在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 分 离 变 量 的 方法 ,包括 了 所 有 以 前 研究 
过 的 基于 循环 坐标 简化 运动 方程 的 情况 .现在 还 可 以 补充 一 些 坐 标 为 非 循环 坐 
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标 ,但 仍 可 能 分 离 变量 的 情况 .这 一 切 都 表明 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 法 是 求 运动 方 
程 通 解 的 最 有 力 的 方法 . 

为 了 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 分 离 变 量 ,适当 选择 坐标 非常 关键 .我 们 来 看 
几 个 在 各 种 坐标 下 分 离 变量 的 例子 ,它们 与 质点 在 各 种 不 同 外 场 中 运动 的 问题 
相关 ,具有 物理 意义 . 

1. 球 坐 标 .用 坐标 (x ,0,w) 写 出 的 哈密 顿 函 数 


1 (pirbrr_ pe ): 
H (+ 全 Fn sin 0 Ur,6, 9), 
如 果 
U=a(r)+ e+ cp) ， 
r r’ sin 0” 





其 中 a(r),2(00),c(2) 是 任意 函数 , 则 分 离 变量 是 可 能 的 .此 式 最 后 一 项 没有 物 
理 意 义 ,我 们 只 研究 场 
2 








= a(r)+— (48.8) 
在 这 种 情况 下 对 于 函数 Su 的 哈密 顿 - 准 可 比方 程 为 
1 132So 1 _ [12So 1 13aSu 
(7 tT alr) +t 7 (入 +2mb(0) | + FRR (3 ) 人 


考虑 到 op 是 循环 坐标 , 设 解 的 形式 为 
So= psp+ Si(r)+ S,(0), 
对 于 函数 S$,(r) 和 S,(9) 有 方程 











人 pp 
dg sin0 “~ 
1 1/dSi B 

7 (| ta(r tam Ee 


积分 可 得 





S -=-E+ppt| 8 -2mb(0) - | 2m[E -a(r)] — fdr. 


(48.9) 
ps,B,EE 是 任意 积分 常数 ,将 上 式 对 这 3 个 任意 常数 求 导 并 使 之 等 于 新 党 
数 , 即 可 给 出 运动 方程 的 通 解 . 
2. 抛物 线 坐 标 
从 柱 坐标 (用 p,p,z 表示 ) 到 抛物 线 坐标 ,wy,9 的 变换 公式 为 
== 本 (6 们 ， o=V 可. (48.10) 
坐标 《 和 7 取 值 范围 是 从 零 到 co ,容易 证 实 ,& 入 为 常数 的 曲面 是 两 族 旋转 抽 
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物 面 (以 z 为 对 称 轴 ). 引 和 人 半径 


r= tp =($+7), (48.11) 
关系 式 (48.10) 也 可 以 写成 男 外 一 种 形式 .那么 
一 六 十 之， 7 一世” 之. (48.12) 


下 面 我 们 用 坐标 &,w, 9 写 出 质点 的 拉 格 朗 日 疯 数 .将 (48.10) 对 时 间 求 导 
并 代入 


L=7(P +p +)- U(p,p,z) 
(用 柱 坐 标 写 出 的 拉 格 朗 上 日 函数 ) ,得 


HH 6 用 nn ,2 
工 = 全 (6+ 人 [等 + 下 | 全 人 - U(é,7,9). (48.13) 
广义 动量 为 
pe 二 和 (8+ 7)é, 加 一 和 (8+ 9) ps = méng. 
哈密 辆 函数 为 


_ 2 pe + pr , ps 
m ET 7 2mén 


在 这 种 坐标 下 ,物理 上 有 意义 的 分 离 变量 情况 相应 于 势能 








+ U(é,7n,9). (48.14) 


= +0 - r+) br (48.15) 
十 7 r 
我 们 有 方程 
nl (ne) + "(7) | mas) rE 


循环 坐标 p 以 pg 的 形式 分 离 出 来 . 然后 将 方程 乘 以 m(&+ w) 并 重新 组 合 各 
项 ,得 








了 2 2 9 2 2 
2¢| | + ma($) -mEé+ +27 (3 | tmb(1) — mEn+$s =0. 








De 2€ 
今 
So= ppt Si(é€)+ S,(y), 
可 得 两 个 方程 
2 
2 (5 + mal(é)-— mEt + Fe=B 
dS ps 


积分 可 得 
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JImE ,BB _m(n)_ pe 
| 9 (48.16) 


p。,;B,E 是 任意 积分 常数 . 
3. 椭圆 坐标 .坐标 <, yp 由 公式 
o=ov(e ~1)(1- vy), z= oé7. (48.17) 
给 出 ,常数 o 是 变换 参数 .坐标 & 取 值 范围 是 从 1 到 ,而 坐标 7 取 值 范围 是 从 
-1 到 +1. 设 xz 办 上 两 个 点 A, 和 A, 的 坐标 为 =o 和 z= 一 o, 如 果 r， 和 7， 
是 到 这 两 个 点 的 距离 : 
ri=V(z-o) +p, r=V(zto) +p’, 

则 可 以 得 到 几何 意义 明显 的 关系 式 中 . 

代入 (48.17) 可 得 





rt+r, ra 


ri=o(&é— 7), r2™ o(é+ 7), i ， 1 = (48.18) 
从 柱 坐 标 到 椭圆 坐标 变换 拉 格 明日 函数 ,可 得 








.2 
2 


LL = 4 (#7)| é 


_7 mo” 2 2 
5 e+ 本 (8 一 11L-7)2O 一 UTCE,7p). 
(48.19) 

由 此 可 得 险 密 顿 函 数 
加 ] 2 2 2、,.2 
H=-3 ea ( 1)pe t+ (1 7 ) p+ 
1 1 ， 

(了 6) (48.20) 


物理 上 有 意义 的 分 离 变 量 情况 相应 于 势能 为 


六 1 地 2 





其 中 a(&) ,2(7) 是 任意 函数 .在 哈密 顿 - 拉 格 朗 日 方程 中 分 离 变量 的 结果 给 出 


QD 为 常数 的 曲面 是 以 4A, 和 A; 为 焦点 的 一 笋 椭 球 面 
2 2 
o 
PE PR 
而 7 为 常数 的 曲面 是 以 AI 和 A, 为 焦点 的 一 簇 双 曲面 


22 0 
一 一 上 ~- -一 1 . 
oy o° (1—») 
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= 一 2 B-2mo a(é) be je 
S= -Etpot |V2meEt+ 1 GRE 
+ 2mo’b ps 
| 2mo’E + B+ 2m O(N) i BC) (Try Jd (48.22) 
习 题 


习题 1 设 质点 在 场 


= 二 一 Fz 


(库仑 场 和 均匀 场 相 加 ) 中 运动 , 试 求 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 ,并 求 这 个 运 
动 特有 的 作为 坐标 和 动量 函数 的 守恒 量 ， 
解 :这 个 场 属于 类 型 (48.15) ,并 且 


a(é)=a -8, De 


7 
哈密 上 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 由 (48.16) 给 
为 了 解 各 党 用 8 的 信义 二 由 古 册 加 


2 
2épe + mal(é)— mbEé+t = 8, 
力 ” 
2np7 + mb(n)— mEnt+ 2n— 8. 


将 两 个 方程 相 减 ,用 柱 坐 标 下 的 动量 p,=9S/9p6 和 jp.=3S/az 表示 ps。 一 9S/9& 
和 jp, 二 9S/9w, 简 单 计 算 后 得 





p’ 
p= | 
方 括 号 中 表达 式 是 纯 库 仑 场 特有 的 运动 积分 (矢量 (15.17) 的 z 分 量 ). 
习题 2 同上 题 , 但 外 场 为 


(两 个 相距 为 2g 的 不 动 中心 的 库仑 场 ). 
解 : 这 个 场 属于 类 型 (48.21) ,并 且 








alt+oa 1 02 
a(é)= 了 “6 ， 5(7) = 一 一 
将 这 些 表达 式 代入 (48.22) 可 得 作用 量 S(E,7ip,i) .常数 有 的 含义 解释 类 似 于 
习题 1 ,在 这 种 情况 下 它 反映 下 面 量 守恒 : 


2 
p= (p+ EG) M+2mal ecos O01 + a,cos 0,),， 
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其 中 

| rp 
M: = (rxp) = pz’ 十 力 207 + 
而 6， 和 9, 是 图 55 所 示 的 角度 . 
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图 55 
我 们 研究 一 个 作 一 维 有 限 运动 的 力学 系统 , 某 个 参数 4 可 以 确定 系统 本 身 
或 者 系统 所 处 外 场 的 性 质 吕 . 
假设 参数 1 在 某 个 外 因 影 响 下 随时 间 缓 慢 (绝热 地 ) 变 化 .缓慢 的 意思 是 在 
一 个 运动 周期 工时 间 内 、 的 变化 很 小 , 即 


dA 
Tr<4. (49.1) 


当 ) 为 常数 时 ,系统 是 封闭 的 且 以 常 能 量 E 和 确定 周期 T(E) 作 严格 周期 
运动 . 当 4 变化 时 ,系统 不 是 封闭 的 ,能 量 不 守恒 .但 是 因为 假设 1 变化 缓慢 ,所 
以 能 量 EE 的 变化 速度 也 很 小 .如 果 按 周期 工 平均 这 个 速度 ,消去 其 中 的 “ 快 " 振 
动 , 则 所 得 的 值 E 决定 了 系统 能 量 的 系统 性 缓慢 的 变化 ,可 以 确信 , 它 正 比 于 参 


数 变化 速度 1 . 换 句 话说 , 按 所 给 出 的 意思 理解 的 缓慢 变化 量 E 是 4 的 某 个 函 
数 . 下 对 41 的 依赖 关系 可 以 写成 E 和 4 的 某 种 组 合 .在 含有 缓慢 变换 参数 的 系统 
运动 过 程 中 保持 不 变 的 量 称 为 绝热 不 变量 . 

设 晶 (g,p ,24) 是 依赖 于 参数 4 的 系统 的 哈密 顿 清 数 . 根 据 (40.5), 系 统 能 
量变 化 速度 为 


dE 9H 9 万 d) 
二 = 元 = 页 站 (49.2) 


这 个 公式 右 端 表 达 式 仅仅 依赖 于 慢 变 量 4 ,而 且 依 赖 于 快 变量 g,p. 为 了 分 离 我 
们 感 兴趣 的 能 量 改变 的 系统 性 变化 过 程 , 应 该 按 运动 周 期 平均 等 式 (49.2). 考 虑 
到 4 变化 缓慢 (4 变化 也 缓慢 ), 可 以 将 % 移 到 平均 化 符号 之 外 : 

dE dh 9H 

dr dr a (49.3) 
在 被 平均 的 函数 9H/94 中 只 将 g,p 看 作 变 量 , 而 4 不 看 作 变 量 . 换 句 话说 ,在 假 
设 4 是 给 定常 数 情 况 下 对 系统 的 运动 平均 . 


我 们 将 平均 值 写 成 显 式 为 


SE 
T 


由， 为 了 书写 公式 简便 ,我 们 假设 只 有 一 个 这 样 的 参数 ,但 是 所 有 的 结论 对 任意 多 个 参数 情况 也 成 立 . 
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根据 哈密 顿 方程 =3 巨 /ap 有 


dg 
9Hlop 


利用 这 个 等 式 将 对 时 间 的 积分 换 为 对 坐标 的 积分 ,并 且 周 期 了 写成 
r= | = $a: 9 
这 里 的 中 表示 沿 着 坐标 在 一 个 周期 时 间 内 完整 变化 (“向 前 ”和 “向 后 ”) 的 积 
分 中 .于 是 ,公式 (49.3) 的 形式 为 


dz = 


sae 

dE _ dX 1 oH9p (49.5) 

dt dr ~ : 
9Hlilop 


前 面 已 经 指出 过 ,这 个 公式 中 的 积分 应 该 沿 着 4 作为 给 定常 数 时 运动 轨 
迹 . 沿 着 这 个 轨迹 哈密 顿 函 数 保 持 常 值 下 ,而 动量 是 坐标 g 和 两 个 独立 参数 五 ， 
的 确定 函数 .将 动量 当 作 函数 p(g;EE,X) 并 将 等 式 昌 (p,g;4)= 下 对 参数 
求 导 , 得 


或 者 





或 者 


这 个 等 式 最 后 可 以 写成 


一 二 0， (49.6) 


dt 
其 中 表示 沿 着 当 给 定 玉 ,4 时 的 运动 轨迹 的 积分 
I = 去 中 pda ， (49 .7) 





中 如果 系统 的 运动 是 转动 ,而 坐标 g 是 某 个 转角 p, 则 对 op 的 积分 应 该 是 沿 着 “完整 一 图 ”", 即 从 零 
到 2x. 
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这 个 结果 表明 , 当 参 数 4 变化 时 ,在 所 研究 的 近似 中 工 保持 常数 , 即 工 是 绝热 不 
变量 . 

1 是 系统 能 量 (和 参数 4 ) 的 函数 , 它 对 能 量 的 偏 导 数 确定 运动 周期 :根据 
(49.4), 有 


al ro9p 
2r FE = bsgdg = 工 ， (49.8) 
或 者 
< (49.9) 


其 中 w=2x/TT 是 系统 振动 频率 . 

如 果 利 用 系统 相 空 间 的 概念 ,可 以 给 积分 (49.7) 以 明显 的 几何 意义 .在 给 
情况 下 (一 个 自由 度 ), 相 空间 化 为 坐标 系 p,9g， 而 周期 运动 系统 的 相 罗 迹 是 这 
个 平面 上 的 封闭 曲线 . 沿 着 这 条 曲线 的 积分 (49. 7) 征 该 曲线 所 包围 的 面积 ， 它 可 
以 写成 对 面积 的 二 重 积 分 





一 元 |dpda， 《49.10) 
作为 例子 ,我 们 来 确定 一 维 振 子 的 绝热 不 变量 . 它 的 哈密 顿 函 数 为 

p? mw q” 
H=# + 3 (49.11) 

其 中 w 是 振子 的 固有 频率 . 相 轨 迹 方 程 由 能 量 守 恒定 律 给 出 : 

H(p,g9)=E 

这 是 半 轴 为 v 2mE 和 ~ 2E/mow 的 椭圆 , 它 的 面积 ( 冬 以 2x) 为 

I= El/w. (49.12) 


这 个 绝热 不 变量 意味 着 , 当 振 子 的 参数 缓慢 变化 时 ,能 量 和 频率 成 正比 . 
$50 正则 变量 


下 面 设 参数 4 为 常数 ,因此 系统 是 封闭 的 . 
我 们 选择 作为 新 的 “动量 ” ,做 变量 g,p 的 正则 变换 .这 时 表示 为 g, 了 的 
疯 数 的 “缩短 作用 量 ”"S。 就 是 母 函数 .事实 上 ,S。 定义 为 给 定 已 (和 和) 时 的 积分 


So(g,E;A) = |2(a,E;a)dg. ($50.1) 

但 是 ,对 于 封闭 系统 ,I 只 是 能 量 的 洱 数 ,所 以 Su 可 以 表示 成 函数 So (9g, 了 ;4) 
的 形式 , 偏 导 数 (9S6/939)s- ,等 于 为 常数 时 的 偏 导数 (9S6/39)i. 所 以 有 

_9So(g,1;A) 


9g 
相应 于 正则 变换 (45.8) 中 第 一 个 公式 .第 二 个 公式 确定 新 “坐标 ” ,我 们 用 w 表 


(50.2) 
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_9So(g,1;4) 
< a 


TIT 和 ww 是 正则 变量 ,TT 称 为 作用 变量 ,vw 称 为 角 变 量 . 
由 于 母 油 数 S,(q ,1T;4) 不 显 含 时 间 , 所 以 新 的 哈密 顿 孙 数 昌 与 老 的 互相 
辣 . 换 句 话 说 ,HH 是 以 作用 变量 的 薄 数 表示 的 能 量 E(T) .相应 的 哈密 顿 方程 为 


T=0， 也 = 


(50.3) 


(50.4) 


由 第 一 个 方程 得 1 = const, 即 了 和 人 能量 都 是 常数 .由 第 二 个 方程 可 知 , 角 变 
量 是 时 间 的 线性 函数 : 


w= St + const= w( I)t + const, (50.5) 





这 是 振动 相位 . 
作用 量 S,(g,71) 是 坐标 的 非 单 值 函 数 .每 经 过 一 个 周期 ,这 个 函数 不 回 到 
原来 的 值 ,而 是 有 一 个 增 量 
ASo = 2x1, ($50.6) 
从 (50.1) 和 了 的 定义 (49.7) 来 看 这 是 很 显然 的 .在 同样 的 时 间 内 , 角 变 量 的 增 
量 为 


go 9 
Aw=A37- 


相反 地 ,如 果 我 们 用 I,w 表示 g,p( 或 者 它们 的 单 值 函 数 F(g,p)), 则 ww 
变换 2r(T 为 给 定 值 ) 时 ,这些 函数 的 值 不 变 . 换 言 之 ,用 这 正则 变量 1,w 表示 的 
F(g,p) 是 w 的 周期 为 2r 的 函数 . 

对 于 参数 4 随时 间 变 化 的 非 封 闭 系 统 , 运 动 方程 也 可 以 用 正则 变量 T, mw 
表示 .以 积分 (50.1) 定 义 ` 用 (49.7) 确 定 的 了 表示 的 S, 为 母 函 数 , 按 公 式 (50.2) 
和 (50.3) 可 以 实现 到 这 些 变量 的 变换 . 这 时 计算 不 定 积 分 (50.1) 和 定 积分 
(49.7) 就 如 同 参 数 4(:) 是 常数 ,就 是 说 ,将 函数 S,(gq ,1;4(1)) 中 参数 4 看 作 
常数 进行 计算 ,然后 再 用 给 定 函 数 4(1) 代 替 回 来 0. 

因为 现在 母 泪 数 (以 及 参数 和 ) 显 含 时 间 ,新 哈密 顿 函 数 万 "与 老 哈密 顿 函数 
不 同 , 即 与 能 量 E(71) 不 同 .根据 正则 变换 一 般 公式 (45.8) 有 


3S， 
ot 


ASo = 2x. ($50.7) 





H’=E(I;A)+ = ECI;A)+ AA, (50.8) 


其 中 引入 了 记号 


中 然而 ,需要 强调 的 是 , 按 这 种 方式 确定 的 函数 So 已 经 不 是 哈密 顿 函 数 显 含 时 间 的 系统 的 真实 缩 
短 作用 量 ! 
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人 二 ( 字 (50.9) 
并 且 4 应 该 根据 公式 (50.3) 用 1,w 表示 . 
现在 哈密 顿 方程 为 
i=-- 弛 =-( 节 | 3 (50.10) 
2 下 =o00+( 鹤 ) 说 (50.11) 
其 中 w = (3E/31), 是 振动 频率 (就 像 人 是 常数 那样 计算 ) 
习 题 


习题 ”对 频率 依赖 于 时 间 的 简 谐 振子 (哈密 顿 函 数 (49.11)) 写 出 用 正则 变 
量 了 , 妈 表 示 的 运动 方程 . 

解 :在 (50.1) 一 (50.3) 中 所 有 的 作用 量 都 是 在 (在 本 题 中 它 就 起 频率 wm 
的 作用 ) 为 常数 时 计算 的 ,因此 g,p 与 w 的 关系 同 定常 频率 (w= wr) 一 样 : 


G 一、/ <E sin tw = | 2 in w, p=~v2lomeos 也， 
mw mw 


So = | aas 二 | 到) dw = 21| cos wd . 





由 此 得 


然后 有 





9 9 
so 2 


oo 0 rw 


方程 (50.10) 和 (50.11) 表 成 





WW ,， 
一 Sin 22w. 


2o 


0 s 
T=—JT—cos2w, w=wt+ 
Ca 


§ 51 绝热 不 变量 守恒 精确 性 


利用 运动 方程 (50.10) 可 以 再 次 证 明 作 用 变量 的 绝热 不 变性 . 

函数 S,(q,T;4) 是 g 的 非 单 值 函数 , 当 坐 标 变化 回 到 初始 值 时 , S。 增加 
2xT. 在 (50.9) 中 求 导 是 在 了 为 常 值 时 进行 的 , S。 的 增 量 为 零 ,因此 这 个 导数 是 
单 值 函 数 . 像 所 有 的 单 值 函 数 一 样 ,A 由 角 变 量 w 表示 并 且 是 它 的 周期 函数 . 周 


期 函数 的 导数 9A/3w (对 周期 ) 的 平均 值 等 于 零 . 所 以 平均 方程 (50.10) 并 将 4 移 
出 平均 符号 (4 的 变化 缓慢 ) ,可 得 


i=- (把 ji=0， (51.1) 
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于 是 结论 得 证 . 

利用 运动 方程 (50.10) 和 (50.11) 可 以 研究 绝热 不 变量 守恒 的 精度 .我 们 将 
这 个 问题 提成 如 下 形式 : 设 当 zt>- ceo 和 ;一 +co 时 ,参数 1(z) 趋 向 于 定常 极限 
值 1 和 4, ,绝热 不 变量 的 初 值 I 给 定 ( 当 上 = -cs 时), 我 们 求 上 = +oco 时 的 增 
量 AT=T -T. 

由 方程 (50.10) 有 


AT=-| 5 人 NA dy， (51.2) 
TE 


前 面 已 经 证 明 过 4 是 变量 w 的 周期 函数 (周期 为 2r) ,我 们 将 它 展开 为 健 里 叶 
级 数 : 


A = Ze”Ah, ($1.3) 
(由 于 人 为 实数 ,展开 式 的 系数 满足 关系 A =A,，). 由 此 得 
了 = D>,ile”A, = 2Re> ile”A， (51.4) 


当 4 足 够 小 时 ,导数 也 是 正 的 ( 它 的 符号 与 w 一 致 ,参见 (50.11)), 即 w 是 
时 间 的 单调 函数 .因此 在 将 (51.2) 从 对 z 积分 变换 为 对 w 积分 时 ,积分 限 不 变 ， 
即 


AL--| 入 和 车 du (51.5) 
将 (51.4) 代 入 此 式 并 将 ww 在 形式 上 着 作 复 变量 来 进行 积分 变换 .假设 被 积 


表达 式 对 于 实 值 w 没有 奇 点 ,将 积分 路 径 从 实 轴 zw 移 到 上 半 平 面 . 这 时 回路 绕 
过 被 积 表达 式 的 奇 点 "连接 ” ,如 图 56 所 示 . 

设 w。 是 接近 实 轴 的 奇 点 , 即 虚 部 ( 正 数 ) 
最 小 的 奇 点 .在 积分 (51.5) 中 这 个 点 的 邻 域 
的 页 献 是 主要 的 ,并 且 级 数 (51.4) 的 每 一 项 
给 出 包 舍 乘 子 exp( 一 71mwo ) 的 页 献 .仍然 保 - 
留 绝 对 值 最 小 的 负 指 数 项 ( 即 1 =1 的 项 ), 可 
得 由 





AT~exp( ~ Imww,o ). (51.6) 
设 to。 是 相应 于 点 wo 的 时 刻 (复数 !): 
w(to)== wo .一 般 来 说 ,| zo | 的 量 级 与 系统 参 


中 在 特殊 情况 下 ,展开 式 (51.4) 中 不 包含 =1 的 项 (参见 本 节 习 题 ), 在 任何 情况 下 都 要 选择 级 数 
中 为 最 小 值 的 项 ， 
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数 变 化 的 特征 时 间 相 同 ,我 们 用 zr 表示 这 个 时 间 吕 .在 (51.6) 中 指数 的 量 级 为 
Imrwo ~ wr~ tiT. : (S51.7) 
按照 假设 ,rz 六 工 ,因此 这 个 指数 很 大 .于 是 T, -三 随 着 系统 参数 变化 速度 减 
小 而 指数 衰减 名 . 
为 了 确定 Tjr 的 一 阶 近 似 下 的 wo( 即 在 指数 中 只 保留 (T/r)' 量 级 的 项 )， 
可 以 在 方程 (30.11) 中 略 去 含 4 的 小 量 , 即 写成 


dro _ 


gr = ol,4(7)), (S51.8) 
并 且 假 设 函 数 w(I,4(1)) 的 自 变 量 I 是 常数 ,等 于 I .那么 
ww, = | oaA(CD)d: (51.9) 


(积分 下 限 可 以 取 任 意 实数 值 1 ,我 们 感 兴趣 的 ww， 的 虚 部 与 这 个 值 无 关 )@ 
由 (51.8) 得 到 的 也 (并 取 34A/aw 的 级 数 中 的 一 项 ) ,积分 (51.5) 变 为 


.i pp dw 


由 此 可 见 , 作 为 竞争 奇 点 (当选 择 接近 实 轴 的 奇 点 时 ), 需 要 考虑 函数 4(1) 和 
1/w (it) 的 奇异 性 (极点 、 分 叉 点 ). 从 这 个 关系 式 可 知 ,AT 为 指数 小 量 的 结论 是 
与 上 述 函 数 没 有 奇 点 的 假设 相关 的 . 





习 题 
习题 1 设 简 谐振 子 的 频率 按 规律 
2 ) 1+ae” 
te 


从 1= 一 co 时 的 值 w- = wo 到 := 吕 时 的 值 w， =Vawo(a>0,a 过 w,) 变 化 , 试 
分 析 AT 的 量 级 @ 
解 :将 参数 4 理解 为 频率 mw, 有 


2 
Oy) 


从 


了 (二 
2 e “+a e “+1] * 


中 ”如果 参 数 变 化 缓慢 表现 为 它 对 时 间 的 依赖 形式 是 $= t/t, 其 中 rt 很 大 , 则 zo = rto ,其 中 &6 是 函 
数 (5) 不 依赖 于 z 的 育 点 . 

外 ”应 该 指出 ,如果 函数 4(z) 的 初 值 和 终 值 相 等 (%- = 1，), 则 不 仅 AT 按 指数 衰减 ,而 且 根 据 公式 
(49.9) ,能 量 的 终 值 和 初 值 之 差 AE=E, -下 _ =wAI 也 是 指数 衰减 . 

@ 更 详细 的 证 明 以 及 公式 (51.6) 中 指数 乘 子 的 计算 可 参见 论文 ;Cryurkaa A.A.//X3T®@. - 1963. 
-T.45. -C.978. 

由 ”振子 的 简 谐 性 反映 在 振动 频率 不 依赖 于 能 量 . 
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当 e “= 二 -1 和 e “= 一 a 时 ,这 个 函数 有 奇 点 .计算 积分 jwdz , 求 出 由 奇 点 ato 


= 一 ln( 一 a) 得 到 的 Imww。 的 最 小 值 
worja {a>1), 
m1 (a<1). 
对 于 简 谐 振子 ,A 一 sin 2w (参见 $50 的 习题 ), 所 以 级 数 (51.3) 化 为 两 项 (!/ 
土 2). 因 此 
AT 一 exp( 一 2Imrwn ) . 
习题 2 质点 在 势能 阱 中 振动 . 试 求 在 摩擦 力 f, = -aa 工 作用 下 能 量变 化 
规律 ,其 中 系数 a 是 很 小 ,并 为 稍 卡 儿 坐 标 . 
解 : 按 振动 周期 平均 方程 (2$.13) ,在 一 阶 近似 中 忽略 阻尼 .有 


二 一 = 了 | dt = 全 qd dt = S81(E), 


其 中 工 巨 ) 是 绝热 不 变量 ,mm 是 质点 的 质量 .根据 (49.8), 用 了 表示 拔 动 周期 本 ， 
求 得 





积分 得 
I(E)= I(E, )exp( -全 


这 个 公式 隐 式 给 出 了 F(t). 对 于 简 谐 振子 ,这 个 公式 变 为 (25.5). 这 个 解 在 
aT/jm < 和 1 的 条 件 下 成 立 . 


$ 52 ”条件 周 期 运动 


我 们 研究 多 月 由 度 封 闭 系统 的 有 限 运动 (所 有 坐标 都 是 有 限 的 ). 假 设 可 以 用 哈 
密 顿 一 雅 可 比方 法 完全 分 离 变 量 .这 就 是 说 ,适当 选择 坐标 可 以 使 缩短 作用 量 写成 





= 之 /Si (qi)， (52.1) 
其 中 每 个 函数 都 仅 依 赖 于 一 个 坐标 . 
因为 广义 动量 为 
_9S。 dS, 
Pi da da; 
所 以 每 个 函数 S, 都 可 以 写成 
S = |pdg,. (52.2) 


这 些 蚂 数 是 非 单 值 的 .根据 运动 有 限 性 ,每 个 坐标 在 确定 的 有 限时 段 内 都 只 
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能 取 有 限 值 . 当 g, 在 此 时 段 内 “向 前 ”和 “向 后 "变化 时 ,作用 量 获 得 增 量 为 


AS, =AS =2xl., (52.3) 
其 中 工 是 沿 着 9 变化 计算 的 积分 中 
1 = 元 中 心 de:， (52.4) 


”现在 进行 类 似 于 前 一 节 对 于 一 个 自由 度 系统 所 做 的 正则 变换 .新 变量 是 “ 作 
用 变量 "7 和 ”和 角 变 量 ” 





_ 950 和 1) Se ‘Cg 0 (52.5) 
其 中 母 函 数 是 写成 坐标 和 开 地 形式 的 作用 最 运动 方程 
_9E(7) 
I =0, 条 
给 出 
I, = const， (52.6) 
= $Y + const, (52.7) 





类 似 (50.7) 可 得 ,坐标 g, 的 完整 变化 (“向 前 ”和 “向 后 ”) 对 应 于 相应 的 w， 

变化 2x: : 
Ai = 2x. (52.8) 

也 束 是 说 ,w,(g ,站 是 坐标 的 非 单 值 函数 , 当 坐 标 变化 返回 到 初 值 时 , 它 可 能 改 
变 了 2x 的 整数 倍 .这 个 性 质 也 决定 了 函数 w,(p,g)( 用 坐标 和 动量 表示 ) 在 相 
空间 中 的 性 质 .既然 用 g,p 表示 的 1 是 这 些 变量 的 单 值 函数 , 则 将 工 (p,9) 代 
人 和信 wi(q,1) ,可 得 薄 数 w,(p,g), 它 在 相 空 间 中 沿 着 任意 封闭 曲线 可 能 改变 2x 
的 整数 (或 者 零 ) 倍 . 

由 此 可 得 ,系统 状态 的 任何 单 值 函 数 F(b ,9)@ ,用 正则 变量 1,w 表示 后 ， 
都 是 角 变 量 的 周期 函数 ,并 且 周 期 为 2r. 这 个 函数 可 以 展开 成 傅 里 时 级 数 形式 

F = S . Dh ‘1 expli( 4 zl 十 十 oh) 


tl 二 一 


(0 ,Ls，… ,ls 是 整数 ). 将 角 变 量 作为 时 间 的 函数 代入 ,可 得 下 对 时 间 的 依赖 关 


也 但 是 ,应 该 强调 指出 ,这 里 所 指 的 是 坐标 q; 在 其 允许 值 区 间 内 形式 上 的 变化 ,不 是 在 实际 运动 
周期 内 的 变化 ( 像 一 维 运动 情况 就 是 这 样 ). 多 自由 度 系 统 实际 的 有 限 运动 ,在 一 般 情 况 下 不 仅 整个 运动 
个 是 周期 的 ,而 且 甚 至 每 个 坐标 单独 随时 间 的 变化 也 不 是 周期 的 ( 见 下 面 ). 

人 ”因为 相差 2r 整数 倍 的 p 对 应 于 系统 的 同一 个 状态 ,所 以 “转动 坐标 "p( 参 见 第 158 页 脚注 ) 与 系 
统 状态 的 关系 是 非 单 值 的 . 因此, 如果 在 坐标 g 中 有 这 样 的 角 p , 则 在 函数 下 (g,p) 中 所 包含 的 9 ,只 能 是 
形 如 sin g 或 者 cos 9p 的 表达 式 , 这 样 的 表达 式 与 系统 状态 之 间 的 关系 是 单 值 的 . 
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系 
一 — . aF 9 五 aE 
FF = A exp i (4 3 + 3 ++ L, a 
(52.9) 
这 个 和 中 的 每 一 项 都 是 时 间 的 周期 隔 数 ,其 频率 
[1 wi + 十 7 rw,， (52.10) 
是 基 频 
_ 9 了 


的 整数 倍 之 和 .既然 所 有 频率 (52.10) 一 般 不 是 某 一 个 频率 的 整数 (或 有 理 数 ) 
倍 , 则 整个 和 (S$2.9) 不 是 严格 的 周期 函数 .特别 地 ,坐标 g 和 pp 本 身 就 不 是 周期 
一 数 . 

因此 ,系统 的 运动 ,无 论 作 为 整体 还 是 某 个 坐标 ,一 般 不 是 严格 周期 的 .这 就 
是 说 ,如 果 系 统 经 过 某 个 状态 ,那么 系统 在 任意 长 的 有 限时 间 内 都 不 会 重新 经 过 
这 个 状态 .但 是 可 以 肯定 ,在 足够 长 的 时 间 内 ,系统 会 无 限 接 近 这 个 状态 .由 于 这 
个 性 质 , 这 种 运动 称 为 条 件 周 期 运动 . : 

在 很 多 特殊 情况 下 , 基 频 w, 中 有 两 个 (更 多 个 ) 可 以 相约 (在 1 取 任 意 值 的 
情况 下 ). 这 种 情况 称 为 存在 退化 ,如 果 所 有 ;个 频率 相约 , 则 系统 的 运动 称 为 完 
全 退化 .显然 ,在 后 一 种 情况 下 ,运动 是 严格 周期 的 ,所 有 质点 的 轨迹 都 是 封闭 
的 . . 

首先 ,存在 退化 导致 系 统 能 量 所 依赖 的 独立 变量 (1,) 的 数量 减少 . 设 两 个 频 
率 w， 和 w, 满足 关系 式 

aE 93E 
1a ?a 
其 中 nn, 和 mn, 是 整数 .由 此 可 得 ,I 和 了 以 niT+ nn; 了 的 形式 出 现在 能 量 中 . 

退化 运动 最 重要 的 特性 是 , 单 值 的 运动 积分 数目 与 非 退 化 的 一 般 情况 (等 于 
自由 度 ) 相 比 增 加 了 .在 非 退化 情况 下 ,在 (2s 一 1) 个 运动 积分 中 有 ;个 系统 状态 
晒 数 是 单 值 的 ,例如 ;个 I 就 是 完全 的 一 组 .其 余 的 ;一 1 个 积分 可 以 写成 

aEF 93F 
Tw; 5 TO a7 
由 公式 (52.7) 直 接 可 以 得 出 这 些 差 是 常数 ,但 是 由 于 角 变 量 的 非 单 值 性 ,这 些 差 
不 是 系统 状态 的 单 值 函数 . 
存在 退化 时 情况 就 不 同 了 .例如 ,根据 关系 式 (52.12), 积 分 
WI NR WW Nl (52.14) 
尽管 是 非 单 值 的 ,但 是 非 单 值 性 归结 为 增加 2x 的 任意 整数 倍 .所 以 只 要 取 这 些 


(52.12) 


(52.13) 
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量 的 三 角 沙 数 就 可 以 得 到 新 的 单 值 运动 积分 . 

在 场 U= - wjr 中 的 运动 ( 见 本 节 习 题 ) 就 是 退化 运动 的 例子 . 正 是 存在 退 
化 导致 系统 出 现 新 的 特别 的 单 值 运 动 积 分 (15.17), 而 系统 的 两 个 通常 单 值 运动 
积分 (假设 是 平面 运动 ), 即 动量 矩 M 和 能 量 匹 , 是 任何 有 心力 场 中 的 运动 都 有 
的 . 

我 们 会 发 现 ,出 现 附加 单 值 积分 反 过 来 使 退化 运动 具有 一 个 特性 :退化 运动 
不 只 是 在 一 种 确定 的 坐标 选择 下 ,而 是 在 多 种 不 同 的 坐标 选择 下 可 以 完全 分 离 
变量 中 .事实 上 ,用 可 以 分 离 的 变量 表示 的 I 是 单 值 运动 积分 .但 是 存在 运动 退 
化 时 , 单 值 运 动 积分 数 大 于 s ,所 以 作为 I 的 运动 积分 的 选择 不 是 唯一 的 . 

以 开 普 勤 运动 为 例 ,在 球 坐 标 和 抛物 线 坐 标 下 都 可 以 分 离 变量 . 

在 前 一 节 已 经 证 明 , 在 一 维 有 限 运 动 中 作用 变量 是 绝热 不 变量 .对 于 多 上 自由 
度 系统 这 个 结论 也 正确 .直接 推广 $ 51 介绍 的 方法 就 可 以 证 明 . 

对 于 含 参 数 A(1) 的 多 维系 统 , 正 则 变量 1,w 写 出 的 运动 方程 ,给 出 类 似 于 
(50.10) 的 每 个 变量 I 的 变化 速度 表达 式 


1, = 一 一)， (52.15) 
其 中 A = (3S6o/34)1. 这 个 等 式 的 平均 化 应 该 在 大 于 系统 周期 的 时 间 间 隔 内 进 


行 ,并 且 在 这 个 时 间 间 隔 内 参数 4(:) 变 化 很 小 . 这 时 4 可 以 移 到 平均 符号 之 外 ， 
在 平均 94/arw 时 ,我 们 认为 4 是 常数 ,因而 系统 运动 是 条 件 周 期 的 .那么 A 就 
是 角 变 量 的 单 什 周期 函数 ,94/aw; 的 平均 值 等 于 零 . 

最 后 我 们 对 多 自由 度 (s) 封 闭 系统 有 限 运 动 在 一 般 情况 下 的 性 质 做 几 点 说 
明 ,这 时 不 假设 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 可 以 分 离 变 量 . 

数目 等 于 自由 度 的 运动 积分 1; 的 单 人 性 是 分 离 变量 系统 的 基本 性 质 .在 系 
统 不 能 分 离 变量 的 一 般 情 况 下 , 单 值 运动 积分 只 限于 那些 反映 空间 .时间 的 均匀 
性 和 各 四 同性 的 量 , 即 单 值 运 动 积分 就 是 能 量 守 恒 ` 动 量 守恒 和 动量 矩 守 恒 . 

系统 的 相 轨 迹 位 于 相 空间 中 单 值 运动 积分 确定 的 区 域 .对 于 可 分 离 变 量 的 
系统 ,s 个 单 值 运 动 积分 确定 了 相 空间 中 的 维 流 形 ( 超 曲面 ). 在 足够 长 的 时 间 
内 ,系统 的 相 轨 迹 无 限 稠密 地 覆盖 这 个 超 曲 面 . 

对 于 不 能 分 离 变量 的 系统 , 单 值 运动 积分 较 少 ,在 相 空 间 中 相 轨 迹 ( 完 全 或 
者 部 分 地 ) 充 满 维 数 更 高 的 区 域 ( 流 形 ). 

最 后 需要 指出 ,如 采 喻 密 顿 孙 数 与 可 以 分 离 变 量 的 水 数 仅 相差 很 小 的 项 , 则 
运动 性 质 接近 条 件 周 期 运动 ,并且 接 近 程 度 远 远 超过 哈密 顿 函 数 中 附加 小 量 项 


中 这 时 我 们 不 考虑 形 如 gi = si(gz),92=92 91) 的 简单 变换 . 
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的 量 级 . 
习 题 


习题 ” 斌 求 在 场 U= - ajr 中 椭圆 运动 的 作用 变量 . 
解 : 在 平面 运动 中 对 于 极 坐 标 r,o 有 


2 fm | Q AM 加 | m 
i 2m (E+ dr=- Mt+ta | EFE| 


由 此 得 作用 变量 表示 的 能 量 


2 
ma 
FF=— 


207, + 1 


能 量 仅 依 赖 于 变量 之 和 I, + 表明 运动 退化 , 即 两 个 基 频 (对 于 gp 和 ) 重 合 . 
轨道 参数 p 和 e( 参 见 (15.4)) 用 [, ,I 表示 为 


_I, 2 _ 1 
Pinna’ < 7! (#7) 


由 于 ,和 I, 具有 绝热 不 变性 ,在 系数 w 或 者 质量 mm 缓慢 变化 时 ,轨道 偏心 率 保 
持 不 变 , 而 轨道 的 尺度 变化 反比 于 a 和 mm. 











理论 物理 学 教程 .力学 
众所周知 ,物理 学 由 两 个 学 科 组 成 :实验 物理 和 理论 物理 .我 们 已 知 的 大 量 


物理 定律 可 以 由 为 数 不 多 的 最 一 般 规 律 推 演出 来 .这 样 的 推 滨 和 建立 最 一 般 规 


律 都 需要 各 自 的 方法 ,因此 形成 了 一 个 特别 的 学 科 一 一 理论 物理 学 . 

理论 物理 利用 数学 方法 获得 自己 的 结果 ,这 些 结果 与 实验 结果 没有 什么 差 
别 .当然 ,最 一 般 规律 的 建立 只 能 以 实验 为 基础 ,甚至 从 一 般 规律 中 获取 结果 也 
需要 对 现象 的 预先 实验 研究 ,没有 这 样 的 实验 研究 ,就 无 法 判断 大 量 结果 中 哪些 
是 重要 的 ,哪些 是 可 以 忽略 的 .在 得 到 计算 重要 结果 的 方程 之 后 ,理论 物理 的 任 
务 其 实 就 完成 了 . 进一步 应 用 这 些 方程 于 具体 对 象 属于 数学 问题 ,由 称 为 数学 物 
理 的 一 个 数学 分 支 来 研究 . 

理论 物理 的 目标 是 建立 物理 定律 , 即 建立 物理 量 之 间 的 关系 .确定 物理 量具 
体 数值 一 般 不 属于 理论 物理 的 任务 ,实验 处 理 这 些 问题 相对 比较 容易 ,在 绝 大 多 
数 情况 下 没有 必要 重复 类 似 的 计算 ,这 些 计算 需要 花费 大 量 时 间 和 人 力 . 当然 ， 
用 理论 可 以 直接 算出 数值 的 简单 情况 除外 人. 

必须 指出 ,由 于 理论 物理 的 任务 是 建立 刻画 给 定 现象 的 物理 量 之 间 的 联系 ， 
因此 只 有 在 自然 界 确实 存在 这 种 联系 时 ,才能 建立 理论 .但 是 ,经 常 是 我 们 感 兴 
趣 的 物理 量 之 间 毫 无 关系 ,在 不 同 的 自然 现象 中 它们 有 完全 不 同 的 关系 .因此 ， 
缺乏 某 个 现象 的 理论 并 不 意味 着 它 无 法 理解 .在 这 种 情况 下 从 最 一 般 规 律 无 法 
推演 得 出 规律 性 结论 ,但 是 在 其 它 情 况 下 却 可 以 得 到 . 

理论 物理 的 重要 作用 在 于 近似 分 析 . 首先 ,所 有 精确 的 规律 都 是 近似 的 , 尽 


WD 朗 道 写 这 个 序言 是 在 1940 年 , 那 时 的 计算 手段 很 落后 ,所 以 数值 计算 比 实验 还 困难 .一 一 译 者 
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管 在 绝 大 多 数 情况 下 这 种 近似 程度 是 非常 高 的 ,而 且 也 没有 对 物理 规律 绝对 精 
确 的 要 求 .如 果 事 先 确定 了 某 个 现象 的 研究 范围 ,给 出 的 规律 满足 精度 要 求 就 可 
以 了 .因此 ,尽管 我 们 知道 它 不 是 绝对 精确 的 ,而 且 我 们 也 知道 有 更 加 精确 的 相 
对 论 力学 ,我 们 仍然 使 用 牛顿 力学 来 研究 运动 . 

在 理论 物理 中 与 精确 理论 并 存 着 一 些 早 被 证 实 不 太 精 确 的 理论 (通常 称 为 
经 典 理论 ) ,这 是 因为 它们 对 于 现象 的 特定 研究 范围 还 有 应 用 价值 .任何 逻辑 上 
封闭 的 理论 都 在 一 定 精度 范围 内 被 实验 证 实 , 永 远 不 会 失去 其 价值 ,是 更 精确 理 
论 在 特殊 情况 下 成 立 的 近似 结果 . 当然 ,这 不 包括 那些 存在 内 在 矛盾 的 理论 , 它 
们 的 价值 在 于 记录 理论 物理 发 展 的 一 个 阶段 . 

近似 在 通常 的 物理 理论 中 有 重要 的 意义 ,在 从 一 般 规 律 推 演 具体 规律 过 程 
中 其 作用 也 不 小 .考虑 非 重要 事实 的 过 于 精确 的 计算 不 仅 会 使 计算 结果 毫 无 价 
值 地 复杂 化 ,而且 还 会 导致 无 法 研究 得 到 现象 的 规律 .事实 上 ,近似 研究 不 仅 可 
以 显现 规律 的 具体 形式 ,而且 还 可 以 发 现 刻画 现象 的 物理 量 之 间 的 函数 关系 ,在 
给 定 精 度 之 外 这 些 物理 量 的 关系 可 能 是 任意 的 . 

确定 对 研究 现象 的 近似 程度 在 理论 研究 中 是 非常 重要 的 .最 严重 的 错误 是 ， 
采用 非常 精确 的 理论 并 详细 计算 所 有 的 细节 修正 ,同时 却 忽 略 了 非常 重要 的 物 
理 量 . 


工 . 工 . 朗 道 
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